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АНОТАЦІЯ 

 

В кваліфікаційної роботі здобувана вищої освіти Галака В.І. визначено 

вплив змінних швидкості поздовжнього руху гнучких елементів, сили їх натягу, 

фізико- механічних характеристик системи та різної природи сил (періодичних, 

імпульсних) на коливні процеси та їх стійкість у приводах з гнучкими робочими 

елементами.. 

Розроблено методики дослідження коливних процесів гнучких елементів 

приводів у випадку змінних швидкості руху та величини сили натягу гнучких 

елементів. 

 

 

  

THE SUMMARY 

 

In the qualification work of the higher education graduate GaLak V. I., the 

influence of variables of speed of longitudinal movement of flexible elements, force of 

their tension, physical and mechanical characteristics of system and various nature of 

forces (periodic, pulse) on oscillatory processes and their stability in drives with flexible 

working elements is defined. 

Methods of research of oscillatory processes of flexible elements of drives in case 

of variables of speed of movement and size of force of tension of flexible elements are 

developed. 
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УДК 534.111. 

РЕФЕРАТ 

 

Галак В.І. Дослідження та оптимізація параметрів динаміки стійкості у 

приводах з гнучким робочим елементом. Кваліфікаційна робота на здобуття вищої 

освіти освітнього ступеня «Магістр» освітньо-професійної програми 

«Агроінженерія» спеціальності 208 «Агроінженерія». Робота виконана  

на 88 аркушах друкованого тексту 

На основі теоретичних передумов досліджень зроблено аналіз існуючих 

приводів сільськогосподарських машин з гнучкими робочими елементами, 

встановлено їх відповідність технічним вимогам. Встановлено основні 

закономірності роботи приводів сільськогосподарських машин з гнучкими 

робочими елементами, доопрацьовано конструкцію приводів. 

Досліджено можливість застосування приводів сільськогосподарських 

машин з гнучкими робочими елементами, для зниження пошкодження робочих 

елементів та затрат енергії під час їх використання. 

 

Ключові слова: гнучкі елементи, технологічний процес, амплітуда, 

привід, коливання, натяг, імпульсні сили, економічна ефективність. 
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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ, ТЕРМІНІВ, 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Практично завжди експлуатацію приводів з гнучкими 

робочими елементами супроводжують яскраво виражені коливні процеси. Вони 

зумовлені дією на привідну систему, а інколи і на сам гнучкий робочий елемент 

різних сил (періодичних, неперіодичних, імпульсних, випадкових), а також різного 

роду збурень в окремих точках (найчастіше у точках контакту гнучкого елемента 

до шківів). Останній вид збурень можна трактувати певним чином у вигляді 

крайових умов. У багатьох випадках, навіть малі за величиною, вказані сили здатні 

порушувати нормальне функціонування не тільки приводу, але і систем, вузлів чи 

механізмів загалом. Тому всебічний аналіз динамічних процесів у приводах з 

гнучкими елементами є необхідною умовою забезпечення надійності і 

ефективності експлуатації механізмів, що включають [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 

14, 17, 22, 37, 44, 46]. 

Приводи з гнучкими робочими елементами можна моделювати як 

одновимірні нелінійно-пружні системи, які рухаються з постійною чи змінною 

швидкостями вздовж своєї недеформованої осі. Як зазначалось раніше, вони 

описуються диференціальними рівняннями другого порядку з частинними 

похідними, розв’язки яких не вдається знайти шляхом застосування  

відомих класичних методів інтегрування рівнянь з частинними похідними.  

В останні роки для аналітичного дослідження динаміки процесів у приводах з 

гнучким робочим елементом за малої швидкості руху останнього ефективно 

використовувались асимптотичні методи, що і буде використано під час дослідів в 

даній кваліфікаційній роботі. 

Таким чином, дослідження коливних процесів гнучких елементів приводів і 

їх стійкості на основі розвитку аналітичних методів є актуальною задачею. 

З огляду на вказане, важливість і актуальність розглянутої проблеми, 

основна увага у роботі зосереджена на отриманні розрахункових залежностей: 

а) для визначення впливу змінної швидкості руху гнучких елементів 

приводів на частоту їх власних коливань; 

б) для випадку змінної величини сили натягу гнучких елементів приводів. 
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Мета і задачі досліджень. Метою роботи є визначення впливу змінних 

швидкості поздовжнього руху гнучких елементів, сили їх натягу, фізико- 

механічних характеристик системи та різної природи сил (періодичних, 

імпульсних) на коливні процеси і їх стійкість у приводах з гнучкими робочими 

елементами. 

Для досягнення поставленої мети були сформульовані і розв’язані такі 

основні задачі: 

а) побудувати математичні моделі, які описують динамічні процеси у 

приводах з гнучкими робочими елементами; 

б) дослідити резонансні явища у приводах з гнучкими робочими 

елементами; 

в) визначити вплив імпульсних сил (в тому числі і таких, які періодично 

повторюються) на АЧХ коливань; 

г) дослідити вплив змінної величини сили натягу гнучких елементів 

приводів, а саме розбалансування частот власних коливань і періодичної складової 

сили натягу на АЧХ коливань; 

д) отримати амплітудні співвідношення і побудувати області стійкості і 

нестійкості коливань. 

 

Об’єкт дослідження - нелінійні коливні процеси гнучких робочих  

елементів приводів, що будуть досліджуватися нами під час виконання 

кваліфікаційної роботи. 

 

Предмет дослідження - амплітудно-частотні характеристики коливань 

гнучких елементів приводів і її стійкість з врахуванням дії імпульсних сил та 

змінної величини сили натягу. 

 

Методи дослідження. Для знаходження розв’язків диференціальних рівнянь, 

які є математичними моделями поперечних (поздовжніх) коливань гнучких 

елементів механічних приводів використано методи Бубнова- Гальоркіна і Ван-

дер-Поля. Для побудови зон стійкості і нестійкості нелінійних коливань гнучких 

елементів використовувались варіаційні методи із подальшим застосуванням теорії 

Флоке. Частоти власних коливань гнучких елементів у випадку змінної швидкості 
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їх поздовжнього руху визначеношляхом використання методу WBKJ (Wentzel, 

Brillown, Kramers, Jeffrey’s).  

Відображення отриманих результатів у вигляді графічних залежностей, а 

також складні математичні розрахунки реалізовано за допомогою програми 

автоматизованих математичних розрахунків MathCAD 11. Експериментальні 

дослідження проводились за допомогою контрольно-вимірювальних приладів на 

устаткуванні для вистійки тіста. Вони полягали у визначенні амплітуди і частоти 

коливань пасу приводу вистійної шафи. 

 

Наукова новизна одержаних результатів полягає у розроблені  

методики дослідження коливних процесів гнучких елементів приводів у  

випадку змінних швидкості руху та величини сили натягу гнучких елементів. 

Новими науковими результатами є: 

-  побудована математична модель динамічних процесів гнучких елементів 

приводів з врахуванням вказаних вище чинників; 

-  вперше, використовуючи основну ідею методу WBKJ, отримано 

залежність для знаходження частот власних коливань гнучких елементів у випадку 

змінної швидкості їх поздовжнього руху; 

- поширено методи Ван-дер-Поля і Бубнова-Гальоркіна на нові класи 

нелінійних систем, а саме систем, що характеризуються поздовжнім рухом; 

- вперше отримано у параметризованій формі аналітичні залежності, які 

визначають вплив кінематичних, фізико-механічних параметрів, періодичних і 

імпульсних сил, а також різного типу крайових умов на АЧХ коливань гнучких 

елементів приводів; 

- вперше отримано співвідношення для побудови зон стійкості (нестійкості) 

нелінійних коливань. 

 

Практичне значення одержаних результатів полягає у тому, що 

розроблена методика дослідження коливних процесів гнучких елементів приводів 

дає змогу дослідити: 

а) вплив імпульсних і періодичних сил; 

б) різного типу збурень крайових умов; 
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в) змінної величини сили натягу гнучких елементів приводів коливань.  

Саме це суттєво підвищує точність аналізу вільних і вимушених коливань 

гнучких елементів приводів при дослідженні перехідних процесів, дає змогу 

прогнозувати небажані резонансні явища, а також їх стійкість. 

 

Апробація роботи. Результат досліджень доповідались, обговорювалися і 

дістали схвалення на Всеукраїнській науково-практичній конференції студентів та 

молодих науковців “Перші наукові кроки - 2025”, яка проводиться на інженерно-

технічному факультеті Закладу вищої освіти «Подільський державний 

університет» та на засіданні кафедри агроінженерії і системотехніки імені Михайла 

Самокиша. 

 

Структура та обсяг кваліфікаційної роботи. Кваліфікаційна робота 

складається із вступу, п’яти розділів, висновків і пропозицій, списку використаних 

джерел із 43 найменування та 19 додатків. Основна частина викладена  

на 83 сторінках друкованого тексту. 
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РОЗДІЛ 1. ДИНАМІЧНІ ПРОЦЕСИ ГНУЧКИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

ПРИВОДІВ, ВПЛИВ ПАРАМЕТРІВ НА ЇХ СТІЙКІСТЬ 

 

1.1. Динамічні процеси у приводах з гнучкими елементами 

 

Нормальне функціонування приводів з гнучкими елементами (рис. 1.1 -  

рис. 1.5) може порушуватись різного роду збуреннями, які породжують 

небажані коливні процеси. Такі збурення можуть носити як періодичний 

характер, так і діяти в окремі моменти часу чи в окремих точках системи або 

можуть бути викликані взаємодією з приводом чи виконавчим органом. Якщо 

перші можна описати за допомогою періодичних чи розривних функцій, то 

останні можуть бути модельовані у вигляді збурень крайових умов. Навіть 

достатньо малої величини вказані вище сили можуть порушити нормальну 

експлуатацію приводів з гнучкими елементами, а отже і систем, в які вони 

входять. Це в свою чергу веде як до матеріальних так і до економічних втрат. 

Тому детальний аналіз динамічних процесів гнучких елементів приводів є 

дуже важливим для забезпечення їх надійності і безперебійної експлуатації.  

На рисунку 1.1 представлена машина, яка формує об’ємну коробку для 

пакування хлібобулочних виробів. Тут пасова передача підтримується 

натяжним роликом. Коли ж гнучкий елемент розтягується в результаті його 

зношування, коливання, що виникають при цьому, передаються і на ролик. Це 

негативно позначається на експлуатації механізмів машини в цілому [14, 15, 16, 17, 

18, 19, 23, 28, 34, 40, 41]. 

 

 

Рисунок 1.1 – Пакувальна машина 
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У випадку попадання глини (рис. 1.2) чи каміння (рис. 1.3) між шківами 

і гнучким елементом можуть виникати коливні процеси. Часто вони 

зумовлюють резонансні явища, які негативно впливають на весь 

технологічний процес виготовлення керамзиту. 

 

 

 

 

 

Подібним чином коливні процеси впливають і на привід стрічкового 

транспортера, який переміщає хлібобулочні вироби на фасування чи на привід 

насоса для подачі води у виробничі баки. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.2 – Привід глиномішалки Рисунок 1.3 – Привід устаткування 

для відбору каміння від глини 

Рисунок 1.4 – Привід стрічкового 

транспортера 

Рисунок 1.5 – Привід насоса для 

подачі води у виробничі баки 

 



16 

1.2. Особливості коливних процесів гнучких елементів приводів 

 

Досі не існує чіткого визначення поняття коливань, проте можна 

стверджувати, що механічні коливання це процес почергового зростання і спадання 

в часі відхилення від деякого положення (найчастіше рівноважного) з одночасною 

зміною напрямку руху об’єкта. Коливання є одним з найпоширеніших явищ у 

природі, фізиці та техніці. Вони є причиною багатьох небажаних явищ (втомні 

руйнування машин, відмови приладів, землетруси), проте водночас виконують і 

корисну роль, будучи основою технологічних операцій (вібропереміщення 

вантажів) і цілих галузей техніки (радіотехніка) [14, 16, 18, 22, 25, 35]. 

Відомо, що в залежності від закону зміни відновлювальної сили та інших сил, 

які їх супроводжують, коливання поділяють на лінійні і нелінійні. Якщо перші 

описуються лінійними диференціальними рівняннями і достатньо вивчені, то 

теорія нелінійних коливань - ще до сьогодні не отримала завершеної форми. 

У нелінійних системах можуть виникати специфічні коливання, які не мають 

місця в лінійних системах, зокрема, незгасаючі коливання, що збуджуються в 

системі під дією постійних сил (за термінологією Андронова А. А. - це 

автоколивання). Особливістю автоколивань є те, що їх частота не нав’язується 

зовнішньою періодичною силою, а визначається властивостями самої системи, 

тобто збігається із частотою власних коливань системи. Іншою характерною 

особливістю автоколивань є те, що їх амплітуда у широкому діапазоні параметрів 

не залежить від початкових умов. З фізичної точки зору автономні автоколивні 

системи можна охарактеризувати як системи, що здатні виконувати незгасаючі 

коливання за рахунок постійних джерел енергії, причому надходження енергії, яка 

йде на здолання опору, регулюється самою системою. 

У природі і техніці майже всі коливні системи є нелінійними. Проте, 

множину нелінійних систем через їх лінеаризацію зведено до лінійних. 

Побудований клас лінійних систем визначається відповідно вже лінійними 

диференціальними рівняннями. Дослідження лінеаризованих систем, хоча і 

дає змогу зробити корисні висновки про властивості коливань, але не дає  

повної характеристики реальних нелінійних коливних систем. Застосовуючи 

лінійний підхід, неможливо знайти, зокрема, амплітуду автоколивань і  
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амплітуду параметричних коливань, пояснити виникнення субгармонійних і 

супергармонійних коливань тощо. А деякі системи взагалі неможна лінеаризувати 

(системи з істотною нелінійністю). Звідси випливає  

необхідність вивчення та розвитку теорії нелінійних коливань. 

На початку XX ст., розвиток машино- і приладобудування,  

особливо зародження радіотехніки зумовили надзвичайну актуальність 

дослідження нелінійних коливань, тобто коливань, що описуються  

нелінійними диференціальними рівняннями. Основні методи розв’язання  

задач теорії нелінійних коливань створювались і розвивались як спеціальний 

 розділ механіки, який М. Н. Крилов і М. М. Боголюбов назвали нелінійною 

механікою. 

Зауважимо, що навіть малі нелінійності в коливних системах можуть 

зумовити не лише кількісну, а й якісну відмінність їх властивостей від 

лінійної системи. Приклади нелінійних коливань системи з’явились ще наприкінці 

XVIII ст., проте перші математичні методи в теорії нелінійних коливань з’явились 

лише наприкінці XIX ст. Основоположниками теорії нелінійних коливань є  

А. Ляпунов і А. Пуанкаре. їхні методи у загальній формі застосовані для 

дослідження періодичних розв’язувань диференціальних рівнянь. Величезна роль 

у створенні нових методів у нелінійній механіці належить Н. М. Крилову, М. М. 

Боголюбову, А. А. Андронову, Ю. А. Митропольському, В. О. Кононенку. Велике 

значення для формування теорії коливань мали основоположні роботи Ван-дер-

Поля по коливаннях в деяких нелінійних системах. 

Дослідження поведінки нелінійних систем представляє собою більш глибоке 

вивчення коливних процесів, ніж це робиться при вивченні лінійних систем. Це 

випливає з того, що в лінійній теорії коливань при складанні диференціальних 

рівнянь вводиться цілий ряд припущень, умов, на основі  

яких відбувається лінеаризація рівнянь. Це безперечно допомагає отримати 

розв’язок задачі, так як теорія лінійних диференціальних рівнянь добре розроблена, 

але водночас лінеаризація рівнянь приводить до того, що цілий  

ряд явищ, специфічних для нелінійних систем, не розглядаються, так як в межах 

лінійної теорії вони не можуть бути пояснені. 
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Досі не існує точного математичного апарату, який би дозволив вивчити всі 

явища, притаманні теорії нелінійних коливань з такою ж систематичністю як це 

робиться в теорії лінійних коливань. У теорії нелінійних коливань розроблений ряд 

як точних так і наближених методів дослідження, які пристосовані до специфічних 

особливостей деяких класів задач. Ці методи дозволили в достатній мірі, особливо 

для найпростіших систем, встановити деякі загальні закономірності, притаманні 

тому чи іншому класу нелінійних задач. Проте дотепер не існує універсального 

методу дослідження нелінійних систем, оскільки теорія нелінійних коливань 

потребує індивідуального підходу до різних класів задач. 

Методам теорії нелінійних коливань, а також застосуванню їх до 

розв’язування різного роду нелінійних задач присвячений ряд 

фундаментальних робіт [11, 12, 13, 14, 15]. 

Перевагами його є відносна простота розрахунків та можливість 

отримання вищих наближень без суттєвого ускладнення розв’язку. Основний 

недолік проявляється тоді, коли розглядаються нелінійні коливання. Тоді в 

розв’язку з’являються доданки пропорційні малому параметру і часу. 

Відповідно, за відносно великого впливу часу на малий параметр ці доданки 

не дозволяють правильно описати процес. Для того, щоб можна було не 

враховувати їх вводять умову періодичності розв’язку. Тут метод збурень є 

обмеженим у застосуванні - він є непридатним для розрахунку коливних 

систем з відносно повільною зміною амплітуд коливань в перехідному 

процесі. Для таких систем метод дозволяє розраховувати тільки усталений 

режим періодичних коливань. 

У багатьох наукових роботах описано загальну теорію методу  

малого параметра і її практичне застосування для дослідження довільних 

нелінійних систем. 

Слід зазначити, дослідження коливних процесів нелінійних систем 

шляхом застосування апарату Пуанкаре ґрунтується на властивості 

аналітичної правих частин рівнянь, які описують розглядувані системи.  

В інженерних розрахунках зазначена властивість дещо звужує межі 

досліджуваних систем є неаналітичними функціями, І. Г. Малкін  
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розробив спеціальний метод використання послідовних наближень. Розрахункові 

схеми вказаного методу складні, тому широкого застосування при розгляді 

практичних задач не отримали. 

Крилов Н. М. і Боголюбов М. М. запропонували новий підхід до 

 вивчення нелінійних коливань систем з одним ступенем вільності, який отримав 

назву асимптотичного методу нелінійної механіки. У подальшому він був 

розвинений і застосований для багатьох задач теорії нелінійних коливань і носить 

назву асимптотичного методу. Він є одним з основних аналітичних методів 

дослідження нелінійних коливних систем з малим збуренням. Для механічних 

систем, динамічні процеси яких відбуваються за наявності пружно- 

відновлювальної сили і малої зовнішньої збурюючої сили, яка залежить від 

узагальнених координат, швидкостей і фази періодичного збурення, цей метод  

є особливо ефективним. Розроблений на початковому етапі для дослідження 

коливних процесів систем з одним ступенем вільності, метод, був поширений  

на випадок механічних систем з багатьма ступенями вільності і на випадок систем 

з розподіленими параметрами. 

Асимптотичний метод узагальнено на випадок неавтономних систем, а також 

систем із багатьма ступенями вільності. Тут отримано найбільш цілісну і 

завершену картину дослідження нелінійних коливних систем з малим параметром. 

Асимптотичний метод також розвинуто і на випадок складніших систем. 

Метод розв’язування нелінійних диференціальних рівнянь, основою якого є 

процес послідовних ітерацій, називається методом ітерацій. Ітерації 

можуть виконуватись різними способами, проте загальним для них є 

наступне: спочатку розв’язується рівняння, в якому нехтують деякими 

членами, потім отриманий розв’язок підставляється в доданки, якими раніше 

знехтували і визначається другий, більш точний розв’язок. Графоаналітичний 

варіант метода ітерацій з оцінкою умов збіжності ітераційного процесу 

поданий П. А. Іонкіним. В побудований складний ітераційний метод для 

знаходження частот власних коливань пасів з врахуванням їх згинної жорсткості. 

Для знаходження періодичних розв’язків нелінійних диференціальних 

рівнянь широко використовується принцип гармонійного балансу. Обґрунтований 
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Криловим Н. М., Боголюбовим М. М., він отримав подальший розвиток в працях 

Боголюбова М. М. і Митропольського Ю. А., а також в роботі Ю. А. 

Митропольського. Суть його полягає в наступному: гармонійний розв’язок 

неавтономного диференціального рівняння другого порядку в першому 

наближенні можна записати у вигляді 

 

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑏𝑠𝑖𝑛𝑡,                                            (1.1) 

 

де амплітуди а і b є постійними; підставляючи його у досліджуване 

диференціальне рівняння, та прирівнюючи до нуля коефіцієнти при sint і cost, 

отримуємо співвідношення, які визначають а і b в першому наближенні. 

Для отримання покращеного розв’язку його розкладають в ряд Фур’є з 

невідомими коефіцієнтами. Запропонований розв’язок підставляється у вихідне 

рівняння і коефіцієнти при синусах і косинусах відповідних частот окремо 

прирівнюються до нуля. Розв’язавши отриману систему рівнянь, можна визначити 

невідомі коефіцієнти запропонованого розв’язку. У періодичному розв’язку 

беруться до уваги тільки члени основної частоти і додатково декілька членів інших 

частот, зазвичай частот субгармонік, оскільки вони дуже важливі. Наближення 

більшої точності можна отримати, якщо взяти до уваги більшу кількість членів 

ряду Фур’є. Проте розрахунки в такому випадку будуть надто громісткими. В 

розглянуто питання доцільності застосування методу гармонійного балансу для 

дослідження коливних процесів нелінійних систем з одним ступенем вільності.  

Метод Ван-дер-Поля займає важливе місце у дослідженні коливних процесів 

нелінійних систем. Він є досить ефективним для дослідження систем з одним 

ступенем вільності. Відповідно до нього, динамічний процес системи, рух якої 

описується автономним диференціальним рівнянням другого порядку, можна 

описати залежністю 𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡+ 𝑄) як і для лінійного випадку, з тією лише 

різницею, що для нелінійного випадку параметри а і 0 є деякими функціями від 

часу. Закони зміни а і Q знаходять із отриманої системи диференціальних рівнянь 

першого порядку. Для застосування методу Ван-дер-Поля не потрібні додаткові 

припущення про природу сил, під дією яких відбуваються коливання системи. Цей 

метод набув широкого застосування в інженерних розрахунках, оскільки є 
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достатньо наочним і простим. У узагальнено метод Ван-дер-Поля для одного 

випадку істотно нелінійних систем. Таке узагальнення дає хороші результати при 

дослідженні нелінійних консервативних систем незалежно від величини малого 

параметра, якщо пружна сила монотонно зростає. При цьому не суттєво чи 

характеристика пружної сили є симетричною відносно початку координат чи не 

симетричною. Вказаний метод дає можливість визначити період коливань для 

багатьох випадків неконсервативних систем. Він також дозволяє оцінити наскільки 

нелінійна система близька до лінійної. 

Методи усереднення і Фур'є для систем з розподіленими параметрами у 

випадку їх поздовжніх коливань розвинуті де основним питанням є дослідження 

впливу способу закріплення і початкового стану системи на динамічний процес.  

Специфікою дослідження багатьох класів диференціальних рівнянь  

з частинними похідними, які є математичною моделлю коливних процесів  

систем з розподіленими параметрами, є неможливість застосування методів 

відокремлення змінних для незбурених їх аналогів (лінійні моделі). Таким 

чином область застосування вказаних методів суттєво звужується. Де 

стосується, зокрема, дослідження коливних процесів однорідних нелінійно- 

пружних систем з розподіленими параметрами, які характеризуються 

постійною складовою швидкості руху. 

Крило в М. Н. (розкладом за фундаментальними функціями), а слідом за ним 

і Тимошенко С. П (методом узагальнених координат) отримали розв’язок задачі 

про динамічну дію сили на пружну балку, яка рухається зі сталою швидкістю 

вздовж своєї осі. Такого роду задачі і в подальшому досліджували багато вчених, 

використовуючи при цьому різні методи, проте вони не втратили актуальності і 

досі. 

У шляхом застосування метода Д’Аламбера та метода характеристик 

досліджено динамічні процеси струни, яка збурена гармонічною силою, 

прикладеною на одному з її кінців. 

В праці методом варіацій розв’язано задачу про коливання струни, яка 

рухається вздовж своєї осі і показано, що вона ідентична з задачею про 

коливання гнучкої труби, по якій протікає ідеальна нестислива рідина.  
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У досліджено коливання механічних систем, на які діють рівномірно 

розподілені рухомі навантаження. Такі коливання розглядались як результат 

накладання динамічних процесів. Побудовано розв’язки лінійних диференціальних 

рівнянь з частинними похідними, які описують динамічний процес. 

Коливні процеси одновимірних нелінійно-пружних систем, які 

характеризуються поздовжнім рухом, розглядались. В основі таких задач лежить 

асимптотичний метод КБМ. Результати досліджень показали, що вплив 

поздовжнього руху є суттєвим. Він впливає, зокрема, не лише на 

згинних коливань балок чи трубопроводів, по яких рухається рідина, але і на 

стійкість динамічних систем. Проте, слід зазначити, що швидкість поздовжнього 

руху тут є обмеженою, що значно звужує класи прикладних. 

Для дослідження коливних процесів механічних систем, які 

характеризуються поздовжнім рухом можна застосувати метод Бубнова- 

Гальоркіна. Основною ідеєю методу є знаходження системи 

ортонормованих функцій, які задовольняють наперед задані крайові умови. 

Цей метод використано, наприклад, в задачі про нелінійні коливання 

трубопроводу, по якому протікає рідина. 

Коливання стрічкових носіїв інформації суттєво впливає на якість її 

реєстрації. Наприклад, на основі лінійної математичної моделі 

динамічного процесу досліджується вплив постійної складової швидкості 

руху на коливання стрічкових носіїв. Розглянуто резонансні явища та вплив на 

них збурень крайових умов. Задача зведена до інтегральних рівнянь, в яких 

враховані початкові і граничні умови. 

У досліджуються динамічні процеси одновимірних нелінійних 

систем. Тут розвинуто хвильову теорію поширення збурення в одновимірних 

середовищах. Співвідношення, яке зв’язує хвильове число і частоту коливань 

(дисперсійне співвідношення), в такому разі, залежить від амплітуди коливань. У 

випадку, коли значення амплітуди є малим, то часто розв’язок можна розкласти за 

малим параметром в околі рівноважного положення. Проте для більших амплітуд 

цей метод не підходить. Тому для точнішого представлення процесу існує 

необхідність розроблення нових аналітичних методів дослідження одновимірних 
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нелінійних систем. На основі викладеної методики побудовано асимптотичні 

наближення на випадок одно- і багаточастотних хвиль. Однак, такий підхід є дещо 

обмеженим щодо використання його для вивчення динамічних процесів у 

фіксованій частині простору. У такому випадку основні параметри хвиль 

змінюються відносно лінійної і часової змінних, що призводить до певних 

труднощів аналізу динамічних процесів реальних систем. 

У багатьох роботах показано, що лінійні системи, на які діють ударні 

навантаження, можна розглядати як системи з імпульсним збуренням, а їх 

розв’язок можна подати у вигляді суми кусково-неперервних функцій. 

Розглядаються квазілінійні коливні системи із навантаженням 

імпульсного типу. Використовуючи основну Ідею методів збурень, досліджено 

вплив імпульсних сил на закони зміни амплітуди і частоти коливань як для 

нерезонансного, так і для резонансного випадків. Показано, що длянерезонансного 

випадку імпульсний характер навантаження проявляється устрибкоподібній зміні 

амплітуди і фази коливань, а у випадку резонансу імпульсні сили спричиняють 

обмежені зміни амплітуди нелінійних коливань 

Імпульсне збурення динамічної системи при проходженні її фіксовані точки, 

досліджувалось, наприклад, проте часто імпульсні сили мають періодичний 

характер, тобто повторюються через проміжок часу. Такі задачі в повному обсязі 

не розглядались. 

Таким чином динамічні процеси рухомих одновимірних нелінійних 

систем досліджені недостатньо. Оскільки вказані системи описуються 

диференціальними рівняннями, які містять мішану похідну лінійної і часової 

змінних, то при їх розв’язанні виникають труднощі, пов’язані з інтегруванням 

диференціальних рівнянь з частинними похідними. В такому випадку не 

вдається застосувати методи відокремлення змінних, які достатньо вивчені в 

межах лінійної теорії. Що стосується рухомих динамічних систем, то їх 

дослідження (для випадку сталої швидкості поздовжнього руху) проводились 

лише окремими інженерами-дослідниками, а тому є недостатніми і потребують 

проведення подальшому більш глибоких та детальних досліджень у цьому питанні. 
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1.3. Стійкість нелінійних коливань 

 

Питання стійкості стосуються поведінки системи, яка знаходиться поблизу 

стану рівноваги чи усталеного процесу, при дії на неї деякого збурення. 

Вперше проблеми стійкості виникли в механіці при вивченні рівноважних 

станів системи. Відомо, що деякі стани рівноваги системи стійкі при дії на них 

деякого збурення, в той час як інші нестійкі. В загальному випадку не завжди 

легко визначити за яких умов стан рівноваги системи буде стійким. Загалом, 

будь-яке збурення поблизу нестійкого стану призводить до значного віддалення 

системи від цього стану. Протилежний випадок має місце поблизу стійкого стану. 

Стан рівноваги може бути або стаціонарним, або коливним. 

В середині XIX століття виникла необхідність постановки загальної задачі 

про стійкість не тільки стану рівноваги системи, але й руху. Вже наприкінці 

століття з’явились монографії Є. Рауса і докторська дисертація  

Н. Е. Жуковського, в яких автори, використовуючи різні методи, розглянули ряд 

загальних питань стійкості руху. Деякі їхні результати і методи не втратили свого 

значення і в XX столітті. 

Основний недолік робіт того часу в тому, що при аналізі рівнянь збуреного 

руху автори використовували лінеаризовані рівняння і не розглядали вплив членів 

вищого порядку. 

Велика заслуга в розвитку теорії стійкості належить А. М. Ляпунову. Йому 

належить багато ідей і результатів першочергового значення, що всю історію теорії 

стійкості руху небезпідставно поділяють на два періоди: до- і після-ляпуновський. 

Перш за все А. М. Ляпунов дав чітке визначення стійкості руху. Відсутність такого 

визначення часто приводило до непорозуміння, оскільки рух стійкий в одному 

розумінні може виявитись нестійким в іншому розумінні цих слів, і навпаки. А. М. 

Ляпунову належить постановка задачі про стійкість руху за рівняннями першого 

наближення для випадку, коли про стійкість можна судити за лінеаризованими 

рівняннями. Особливо детально ним були вивчені періодичні рухи. Він 

запропонував два основних методи дослідження стійкості руху, один з яких,  так 

званий прямий метод, отримав найбільше поширення через свою простоту і 

ефективність. 
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Після А. М. Ляпунова теорія стійкості руху розвивалась різними напрямками. 

Поглиблювались методи і уточнялись результати самого А. М. Ляпунова, 

розширювалось коло понять, введених ним в теорію стійкості руху. Зусилля 

багатьох вчених були напрямлені на знаходження умов стійкості при великих 

початкових і постійно діючих збуреннях, а також на кінцевому 

інтервалі часу і при випадкових силах. В цей час виникає напрям, який умовно 

можна назвати прикладним. Ідеться не про ті задачі, які розв’язуються за 

допомогою вже розвинутої на той час теорії, а про створення загальних методів 

дослідження стійкості руху окремих, широких класів систем. 

Теорія стійкості руху широко використовується у фізиці, астрономії, хімії. 

Особливо важливе значення вона має для техніки. Так, наприклад, турбіни і 

генератори повинні стійко зберігати заданий режим роботи. В лінійних системах, 

рух яких описується диференціальним рівнянням зі сталими коефіцієнтами, 

питання стійкості вивчалось. Якщо ж система нелінійна, то можуть існувати 

декілька усталених динамічних процесів. 

Дійсно, дослідження стійкості руху є складним і водночас важливим 

питанням. Наприклад, рухомий об’єкт виконує рух по заданій траєкторії або 

здійснює заданий рух (вібрація в технологічній машині). На нього діють збурення 

у формі невеликої зміни початкових умов, невеликого приросту параметрів 

(наприклад, через вигоряння палива), зовнішніх збурень - пориви вітру, 

неоднорідність середовища, недосконалість чутливих елементів і виконавчих 

органів системи керування, які спричинюють відхилення (збурення) від заданого, 

запрограмованого руху об’єкта. Тому теорію коливань вивчають одночасно з 

теорією стійкості руху. 

Як зазначалось раніше, найбільша заслуга в створенні теорії стійкості руху 

належить О. М. Ляпунову. Стійкий рух (за Ляпуновим) - це незбурений рух, що 

мало відрізняється від збуреного, якщо збурені початкові умови мало 

відрізняються від незбурених початкових умов. Якщо різниця між незбуреним і 

збуреним рухами прямує з часом до нуля, то стійкий рух вважається асимптотично 

стійким. 

Так як рівняння 
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𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ (𝑎 + 16𝑞𝑐𝑜𝑠2𝑡)𝑥 = 0,                         (1.2) 

 

(a,q - дійсні) є частковим випадком лінійного рівняння другого порядку з  

періодичними коефіцієнтами, то для дослідження стійкості його розв’язків 

використана теорія Флоке. 

Відповідно до неї загальний розв’язок рівняння (1.1) записується у вигляді 

 

𝑥 = 𝑐1𝑒
𝜇𝑡𝜑(𝑡) + 𝑐2𝑒

−𝜇𝑡𝜑(−𝑡),                       (1.3) 

 

де 𝑐1,𝑐2 - довільні сталі. 

Досліджуючи стійкість розв’язку рівняння (1.1) Матьє, розрізняють три 

випадки: 

– розв’язок вважається нестійким, якщо він безмежно зростає при 𝑡 → ∞; 

– розв’язок є стійким, якщо він залишається обмеженим при 𝑡 → ∞; 

– розв’язок, який має період π або 2π, називається нейтральним: його можна 

розглядати як частковий випадок стійкого розв’язку. 

Оскільки 𝜑(𝑡) і 𝜑(−𝑡) в (1.2) є періодичні по t, то стійкість залежить від 𝑒𝜇𝑡  

або від μ. Отож, розглядаючи розв’язок рівняння Матьє у вигляді (1.2), можна 

вважати, що характеристичний показник р приймає дійсне або умовне  

значення. Із зазначеного випливає - розв’язок (1.3) нестійкий, якщо μ дійсне і 

стійкий, якщо μ уявне. 

Слід зауважити, що теорія стійкості руху повністю не завершена, вона 

продовжує розвиватись і досі. 

 

1.4. Параметричні коливання та їх стійкість  

 

Внаслідок зміни у часі параметрів коливної системи за певних умов 

виникають параметричні коливання. 

Відомо, що параметричні коливання спричинені початковим збуренням і 

підтримуються параметричним збуренням (незалежно від стану системи зміна у 

часі її параметрів: коефіцієнтів жорсткості, інерції або демпфування). Також 

відомо, що теорія параметричних коливань є розділом теорії 
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неавтономних коливань, які описуються диференціальним рівнянням другого 

порядку виду 

𝑥̈ = 𝑓(𝑥, 𝑥̈, 𝑡)                                              (1.4) 

 

(для автономних коливань явна залежність від часу немає змісту). 

Термін “параметричні” вказує на фізичне походження досліджуваних 

коливань, зокрема, рух стержня під дією періодичного навантаження є прикладом 

параметричних коливань. Цьому і були присвячені перші систематичні 

дослідження, а отримані результати були першими в загальній теорії 

параметричних коливань. Перше ґрунтовне дослідження параметричних 

поперечних коливань шарнірно закріпленого стержня, навантаженого 

поздовжньою пульсуючою силою, було здійснене Н. М. Бєляєвим.  

Отримані ним результати узагальнили в різних напрямах Н. М. Крилов і  

М. М. Боголюбов, а також інші. Незалежно від них Меттлер дослідив параметричні 

поперечні коливання як прямого, так і попередньо зігнутого  

стержня під дією поздовжньої пульсуючої сили і додаткового поперечного 

навантаження. Параметричні згинальні коливання стержня досліджували  

також Лубкін і Стокер [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 25, 27]. 

На відміну від теоретичних висновків про експоненціальний зріст коливань 

в областях нестійкості, експерименти Утіди і Седзави встановили існування 

стаціонарних коливань. Ці експерименти, як і наступні теоретичні дослідження І. І. 

Гольденблата, показали необхідність дослідження параметричних коливань як 

нелінійної задачі. 

Такі нелінійні дослідження вперше провів В. В. Болотін. У своєму 

дослідженні він виходив із окремого звичайного диференціального рівняння для 

згинальних коливань стержня, де поряд з нелінійною відновлюючою силою 

враховував нелінійні інерційні і демпфувальні члени, а також додаткову масу на 

кінці стержня. Задаючи наближений розв’язок у вигляді 

гармонічної функції часу, В. В. Болотін знайшов резонансні криві, які були 

перевірені ним і експериментально. Незалежно від нього Вейденхаммер 

досліджував параметричні згинальні коливання, беручи за основу нелінійні 
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рівняння руху з частинними похідними (при лінійному демпфуванні, 

задаючись деяким одночленним виразом поперечного переміщення, нехтуючи 

інерцією поздовжнього руху). Резонансні криві для другої резонансної області 

були визначені В. В. Болотіним за допомогою деякого простого 

негармонійного виразу. 

Параметричними згинальними коливаннями наглухо закріпленого на 

одному кінці стержня займався Вейденхаммер. Він досліджував коливний 

процес при пульсуючому осьовому навантаженні методом повільно 

змінної амплітуди і фази. Вплив додаткових мас (на кінці стержня) на 

параметричні коливання стержня вивчали Меттлер і Вейденхаммер. 

Параметричні поперечні коливання стержня з врахуванням поздовжньої 

інерції досліджував В. В. Болотін, беручи за основу нелінійні 

диференціальні рівняння руху з частинними похідними. 

У випадку одночасного поперечного і поздовжнього резонансу  

В. В. Болотін охарактеризував амплітуди, враховуючи при цьому 

розміщену на кінці стержня масу, порівняно з якою маса самого стержня при 

поздовжніх коливаннях вважалась досить малою. 

Балки і тонкостінні стержні можуть здійснювати параметричні трьохвимірні 

згинально-крутильні коливання. Параметричні коливання балок і тонкостінних 

стержнів при постійно напрямленому навантаженні і стежучому навантаженні 

(супроводжуючому навантаженні, напрям якого під час коливань збігається з 

дотичною або з нормаллю до стержня, тобто супроводжує рух) досліджували 

багато відомих вчених. Вперше розглянув нелінійні неперіодичні параметричні 

трьохвимірні згинально-крутильні коливання при несумірних власних частотах, а 

Піпічек довів існування різницевих резонансів балок під дією пульсуючого 

стежучого навантаження. 

Параметричним коливанням рам і стержневих систем присвячені роботи 

В. В. Болотіна, А. П. Черкасова, Ю. П. Бєлогородцева. Параметричні резонанси 

в’язко-пружних стержнів досліджували Стівенс і Івен-Івановські. Беручи за основу 

теорію балок, С. П. Тимошенко і, враховуючи поздовжні коливання, Хагедорн і 

Коваль знайшли багато резонансних областей великих розмірів, ніж випливає із 
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теорії Бернуллі- Ейлера. Вплив поперечної сили і моменту інерції поперечного 

перерізу на параметричні коливання стержнів дослідив А. П. Черкасов [15, 19, 23]. 

Комбінаційні коливання стержнів, параметрично збурених двома різними 

гармоніками, вивчав С. А. Панкратов; параметричні коливання стержня, 

навантаженого пульсуючим крутним моментом досліджували багато вчених. 

Метод кінцевих елементів для знаходження параметричних коливань 

використаний в роботі Брауна, Хатга і Салама. Результати розрахунків 

параметричних коливань стержнів за допомогою цифрових і аналогових 

обчислювальних машин приведені, зокрема, в публікаціях Муді, Берні і Ягер. 

В динаміці механізмів часто мають справу з параметричними коливаннями. 

Наприклад, Вейденхаммер, Бьом і Дудітца досліджували карданну передачу 

(карданний вал) на параметричні коливання при обертальному русі. Хольцвейссіг, 

Дрезіг і Терш теоретично і експериментально вивчали параметричні резонанси, які 

виникають в нерівномірно перемикаючих приводах. Параметричним коливанням в 

системах приводів присвячені роботи Хоубена, Заградки і Люпферта. Остання 

робота побудована на загальних нелінійних диференціальних рівняннях руху зі 

змінними параметрами і виконана із врахуванням багатократного параметричного 

резонансу. Стійкість коливань кулісних механізмів досліджував Пазін. 

В зубчастих передачах через пружність зубів виникають параметричні 

коливання при обертальному русі. Систематичне дослідження багатоступінчастих 

редукторів міститься в лінійному підході в дисертації 

Молеруса. Для нелінійних обертальних коливань двох зубчастих коліс 

Хортел вивів систему трьох диференціальних рівнянь, де поряд із загальним 

лінійним параметричним збуренням, демпфуванням і змушувальною силою 

врахував і члени, які відповідають нелінійному параметричному збуренню. Він 

використав метод інтегродиференціальних рівнянь. 
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Висновки до першого розділу 

 

Огляд основних публікацій, який стосується коливних процесів рухомих 

систем показав, що такі системи вивчені недостатньо. Розв’язування задач про 

коливання вказаних систем, навіть у квазілінійній постановці, пов’язане зі 

значними математичними труднощами інтегрування нелінійних диференціальних 

рівнянь з частинними похідними. Через відсутність загальних підходів до 

дослідження динамічних процесів систем, які характеризуються постійною 

складовою швидкості руху, ці процеси розглянуто лише для окремих випадків. 

Проте, наявність у цих дослідженнях надмірних штучних обмежень значною мірою 

звужує область їх застосування. 

Слід зауважити, що натяг у гнучкому елементі приводів не є сталою 

величиною, а змінюється з часом. Дослідження динамічних процесів гнучких 

елементів приводів у такому випадку раніше не проводились навіть для лінійних 

аналогів таких систем, хоча змінний натяг суттєво впливає на амплітудно-частотні 

характеристики коливань динамічних систем. 

Тому розроблення аналітичних методів дослідження комплексного впливу а) 

періодичного імпульсного збурення; б) змінної величини сили натягу гнучких 

елементів приводів; в) швидкості поздовжнього руху; г) різного роду збурень в 

точках дотику гнучкого елемента до шківів на коливні процеси гнучких елементів 

приводів і їх стійкість є актуальною задачею. Результати таких досліджень 

матимуть важливе як теоретичне, так і прикладне значення. 
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РОЗДІЛ 2.МЕТОДИКА ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ІМПУЛЬСНИХ СИЛ  

НА НЕЛІНІЙНІ КОЛИВАННЯ ЕЛЕМЕНТІВ МАШИН, ЯКІ 

ХАРАКТЕРИЗУЮТЬСЯ СТАЛОЮ ШВИДКІСТЮ ПОЗДОВЖНЬОГО РУХУ 

 

2.1. Диференціальне рівняння коливань приводу, що рухається зі 

сталою поздовжньою швидкістю 

 

Для дослідження динамічних процесів гнучких елементів приводів  

отримаємо диференціальне рівняння їх нелінійних коливань. Вважатимемо, що: 

– поперечний переріз гнучкого елемента привода є незмінним; 

– маса рівномірно розподілена вздовж своєї довжини; 

– сила ваги елементарного об’єму гнучкого елемента є малою порівняно з 

іншими силами і нею нехтуємо. 

 

2.1.1. Диференціальне рівняння поперечних коливань гнучкого 

елемента привода. 

 

Гнучкий робочий елемент механічного привода можна розглядати як 

одновимірне тіло. Тому для виведення диференціального рівняння поперечних 

коливань в загальному випадку розглянемо його модель, яка подана на рисунку 2.1. 

 

Рисунок 2.1 - Модель поперечних коливань гнучкого елемента привода  

 

Вважатимемо, що натяг, який виникає в процесі коливань, відповідає закону 

Гука. Знайдемо відносне видовження елемента однорідного тіла (х, х + Δх) в 

момент часу t Координати кінців цього елемента в момент часу t будуть 

𝑥 + 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 + ∆𝑥 + 𝑢(𝑥 + ∆𝑥, 𝑡),                            (2.1) 
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а відносне видовження 

(∆𝑥+𝑢(𝑥+∆𝑥,𝑡)−𝑢(𝑥,𝑡))−∆𝑥

∆𝑥
=

𝑑𝑢(𝑥+𝑄∆𝑥,𝑡)

𝑑𝑥
                        (2.2) 

 

де 0 < Q < 1. Якщо перейти до границі при Δх 0, то відносне видовження 

елемента однорідного тіла в точці х визначається функцією 
𝑑𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥
 

Відповідно до закону Гука натяг визначається співвідношенням 

𝑆𝑦 (𝑥, 𝑡) = 𝑆
𝑑𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥
                                          (2.3) 

 

Використовуючи теорему про зміну кількості руху, отримуємо 

інтегральне рівняння коливань 

∫ [
𝑑𝑢(𝜉,𝑡2)

𝑑𝑡
−

𝑑𝑢(𝜉,𝑡1)

𝑑𝑡
]

𝑥2

𝑥1
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 =

⬚

= ∫ [𝑘(𝑥2)
𝑑𝑢(𝑥2 ,𝜏)

𝑑𝑥
− 𝑘(𝑥1 )

𝑑𝑢(𝑥1 ,𝜏)

𝑑𝑥
] 𝑑𝜏 + ∫ ∫ 𝐹(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1

𝑥2

𝑥1

𝑡2

𝑡1

    (2.4) 

 

де F(х,t) - інтенсивність зовнішніх сил, розрахованих на одиницю довжини, 

р(х) - маса одиниці довжини. 

Припустимо, що другі похідні функції u(х, t) існують і вони неперервні. 

Тоді, використовуючи теорему про середнє значення та шляхом граничного 

переходу при ∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 → 0 і ∆𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1 → 0, отримуємо диференціальне 

рівняння поперечних коливань гнучкого елемента привода 

𝑑[𝑘(𝑥)
𝑑𝑢
𝑑𝑥

]

𝑑𝑥
= 𝑝

𝑑2 𝑢

𝑑𝑡2 − 𝐹(𝑥, 𝑡)                                 (2.5) 

 

Якщо матеріал гнучкого елемента однорідний (𝑘(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), то 

рівняння (2.5) матиме вигляд 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 = 𝑎2 𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 + 𝑓(𝑥, 𝑡),                               (2.6) 

де 𝑎2 =
𝑘

𝑝
, 𝑓(𝑥, 𝑡) =

𝐹(𝑥,𝑡)

𝑝
 - інтенсивність сил, віднесених до одиниці маси. 

Враховуючи, що 

𝑑2

𝑑𝑡2 =
𝑑2

𝑑𝑡2 + 2
𝑑2

𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝑑2

𝑑𝑥2

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 ,                           (2.7) 
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то, рівняння (2.6) запишеться у вигляді 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑢

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (𝑎2 − 𝑉2)

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 = 𝑓(𝑥, 𝑡)                   (2.8) 

 

Таке диференціальне рівняння і є математичною моделлю поперечних 

коливань гнучкого елемента привода, який рухається зі сталою за модулем 

швидкістю. 

Слід зазначити, що 𝑓(𝑥, 𝑡) може бути як неперервною так і розривною 

функцією (сили діють в окремих точках або в окремі моменти часу). 

 

2.1.2. Диференціальне рівняння поздовжніх коливань гнучкого елемента 

привода 

 

Нехай за модель гнучкого елемента привода розглянемо однорідний 

стержень довжиною l (рис. 2.2), тобто тіло циліндричної форми, для розтягування 

або згинання якого треба прикласти зусилля. Ця умова відрізняє навіть дуже тонкий 

стержень від струни, яка, як відомо, гнеться вільно 

 

Рисунок 2.2 - Модель поздовжніх коливань гнучкого елемента привода 
 

Якщо стержень дещо розтягнути або стиснути вздовж поздовжньої осі, а 

потім відпустити, то в ньому виникають поздовжні коливання. Вважатимемо, що в 

стані спокою кінці стержня знаходяться в точках х = 0 і х=l. Нехай х — абсциса 

деякого перерізу стержня, коли він знаходиться в стані спокою. Позначимо через 

и(х,і) переміщення цього перерізу в момент часу t тоді переміщення перерізу 

стержня з абсцисою х + dx 

𝑢 +
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑑𝑥                                                    (2.9) 

 

де 
𝑑𝑢 (𝑥,𝑡)

𝑑𝑥
 - відносне видовження перерізу стержня з абсцисою x. 
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Вважаючи, що стержень здійснює малі коливання, можна визначити натяг S 

в цьому перерізі. Відповідно до закону Гука, Маємо 

𝑆 = 𝐸𝑆̅ 𝑑𝑢

𝑑𝑥
,                                                  (2.10) 

 

де Е - модуль пружності матеріалу стержня, 𝑆̅ - площа його поперечного перерізу. 

Візьмемо елемент стержня, що знаходиться між двома перерізами, абсциси 

яких у стані спокою дорівнюють відповідно х і х + dх. На цей елемент діють сили 

натягу Sx і Sx+dx, прикладені в цих перерізах і напрямлені вздовж осі х. Результуюча 

цих сил визначається із співвідношення 

𝑆𝑥+𝑑𝑥 − 𝑆𝑥 = 𝐸𝑆̅ 𝑑𝑢

𝑑𝑥
| ⬚
𝑥 + 𝑑𝑥

− 𝐸𝑆̅ 𝑑𝑢

𝑑𝑥
|⬚

𝑥
≈ 𝐸𝑆̅ 𝑑

2𝑢

𝑑𝑥2 𝑑𝑥         (2.11) 

 

і напрямлена також вздовж осі x. 

Оскільки прискорення елемента стержня рівне 
𝑑2 𝑢

𝑑𝑥2
, то можна записати 

рівність 

𝑝𝑆̅ 𝑑
2𝑢

𝑑𝑥2 = 𝐸𝑆̅ 𝑑
2𝑢

𝑑𝑥2 𝑑𝑥,                                           (2.12) 

 

де р - об’ємна густина стержня. 

Здійснивши деякі перетворення, отримуємо диференціальне рівняння 

поздовжніх коливань однорідного стержня у вигляді 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 = 𝑎2 𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 ,                                             (2.13) 

 

де 𝑎2 =
𝐸

𝑝
 

Якщо на стержень діє зовнішня сила F(x,t) розрахована на одиницю його 

об’єму, то замість (2.8) отримуємо 

𝑝𝑆̅ 𝑑
2𝑢

𝑑𝑡2 = 𝐸𝑆̅ 𝑑
2𝑢

𝑑𝑥2 𝑑𝑥 + 𝐹(𝑥, 𝑡)𝑆̅𝑑𝑥,                          (2.14) 

звідки 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 = 𝑎2 𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 +
1

𝑝
𝐹(𝑥, 𝑡).                                     (2.15) 
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Розглянемо випадок, коли стержень рухається зі сталою поздовжньою 

швидкістю. Беручи до уваги (2.7), диференціальне рівняння поздовжніх 

коливань стержня матиме вигляд 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑢

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (𝑎2 − 𝑉2)

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 = 𝑓(𝑥, 𝑡).                  (2.16) 

 

Слід зауважити, що для повного визначення руху гнучкого елемента приводу 

необхідно задати крайові умови, які можуть приймати вигляд [8]: 

- два кінці гнучкого елемента закріплені 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0                                     (2.17) 

 

- два кінці гнучкого елемента вільні 

𝑑𝑢(0,𝑡)

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢(𝑙,𝑡)

𝑑𝑥
= 0                                       (2.18) 

 

- один кінець гнучкого елемента вільний, а другий закріплений 

𝑢(0, 𝑡) =
𝑑𝑢(𝑙,𝑡)

𝑑𝑥
= 0                                      (2.19) 

 

Якщо на гнучкий елемент механічного привода діє періодична 

 імпульсна сила, яка залежить від часу, то права частина диференціального 

рівняння (2.5) матиме вигляд 

 

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜀 (𝐹 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) + ∑ 𝐹𝑖

𝑛
𝑖=1 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) ∙ ∑ 𝛿(𝑡 − (𝑡𝑖 + 𝑗𝜏))𝑗=1 ),  (2.20) 

 

де 𝐹 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) - функція, яка характеризує відхилення пружних властивостей 

гнучкого елемента від лінійного закону, а також дисипативні і іншої природи сили; 

ε- малий параметр, який вказує на малу величину вказаних сил; 𝐹𝑖 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
)- 

функція, яка характеризує інтенсивність імпульсних сил; δ(t) - дельта функція 

Дірака; ti - мить дії імпульсної сили в проміжку [0,T]; 𝜏 =
2𝜋

𝑣
 період дії імпульсних 

чинників (період повторення імпульсів). 

У випадку, коли періодична імпульсна сила залежить від положення, то 

функція f(x,t) запишеться у вигляді 
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𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜀 (𝐹 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) + ∑ 𝐹𝑖

𝑛
𝑖=1 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) ∙ ∑ 𝛿(𝑥 − (𝑥𝑖 + 𝑗𝜏))𝑗=1 ), (2.21) 

 

де 𝑥𝑖  - точки тіла, у яких зосереджені імпульсні сили. 

Із наведеного випливає, що диференціальні рівняння для поперечних і 

поздовжніх коливань гнучкого елемента ідентичні. Різниця полягає лише у змісті 

коефіцієнтів. 

 

2.2. Методика дослідження впливу періодичних імпульсних сил на 

нелінійні коливання гнучкого робочого елемента механічного привода 

 

Аналітичне дослідження впливу на коливні процеси в приводах зазначених 

чинників (кінематичних і фізико-механічних параметрів самого приводу та 

параметрів періодичних впливів-збурень) пов’язане із значними математичними 

труднощами, оскільки відсутні точні математичні методи побудови розв’язків 

систем диференціальних рівнянь, що правлять за прийнятні математичні моделі 

гнучких робочих елементів приводів 

Розв’язок диференціального рівняння, яке є математичною моделлю 

поперечних коливань гнучкого робочого елемента механічного привода,  вдалось 

отримати шляхом використання методів Бубнова-Гальоркіна та Ван- дер-Поля. 

Гнучкий елемент привода моделюємо як однорідне середовище, яке 

рухається зі сталою швидкістю (рис. 2.3). Якщо знехтувати ще І його згинальною 

жорсткістю, гнучкий елемент можна ототожнити з ниткою і диференціальне 

рівняння його поперечних коливань подати у вигляді [29] 

 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑢

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (

𝑆

𝑝
− 𝑉2)

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 =

⬚

= 𝜀 (𝐹 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) + ∑ 𝐹𝑖

𝑛
𝑖=1 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) ∙ ∑ 𝛿(𝑥 − (𝑥𝑖 + 𝑗𝜏))𝑗=1 ) ,

     (2.22) 

 

де и(х,і) - поперечне переміщення перерізу гнучкого елемента привода з 

координатою х в довільну мить часу t;  

V - модуль швидкості його руху;  

S - модуль натягу у гнучкому елементі привода, р - його погонна маса. 
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Рисунок 2.3 - Розрахункова схема гнучкого робочого елемента привода 

 

Описуючи фізичний процес необхідно перш за все сформулювати умови, 

достатні для його однозначного визначення. Диференціальні рівняння з 

частинними похідними мають декілька розв’язків, тому коли задача 

зводиться до рівняння з частинними похідними, для однозначної характеристики 

процесу необхідно до рівняння приєднати деякі додаткові умови [28].  

Нехай на кінцях гнучкого елемента привода (скажімо, в точках дотикання 

гнучкого елемента до шківів) відсутні поперечні переміщення, тобто крайові умови 

мають вигляд 

𝑢(𝑥, 𝑡) | ⬚
𝑥 = 0

= 𝑢(𝑥, 𝑡) | ⬚
𝑥 = 𝑙

= 0.                              (2.23) 

Надалі розглядатимемо лише випадок малих (у порівнянні із натягом S) 

нелінійних та імпульсних сил. Отож, права частина диференціального рівняння 

(2.11) є малою величиною у порівнянні із 
S

p

d2u

dx2
-. Для дослідження розв’язків цього 

рівняння використаємо загальні ідеї методу збурень у поєднанні з методом 

Бубнова-Гальоркіна. В такому разі розв’язок рівняння (2.11), що задовольняє 

крайові умови (2.12), можна представити у вигляді 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑋𝑘(𝑥)𝑇𝑘(𝑡),𝑆
𝑘=1                                   (2.24) 
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де 𝑋𝑘 (𝑥) - такі функції, що справджують крайові умови, які випливають із (2.12), 

тобто 𝑋𝑘(0) = 𝑋𝑘(𝑙) = 0. Легко переконатись, що прийнятною в цьому сенсі буде 

система функцій {𝑋𝑘(𝑥)} = {𝑠𝑖𝑛
𝑘𝜋

𝑙
𝑥}. Отож, беручи до уваги повноту й 

ортонормованість системи функцій 𝑋𝑘(𝑥), для знаходження невідомих функцій 

𝑇𝑘(𝑡)| із (2.20), здійснивши деякі перетворення, отримуємо звичайні 

диференціальні рівняння 

𝑑2𝑇𝑘(𝑡)

𝑑𝑡2 + (
𝑘𝜋

𝑙
)

2

− (
𝑆

𝑝
− 𝑉2) 𝑇𝑘(𝑡) =

⬚

= 𝜀 (𝐹𝑘̅̅ ̅ (𝑇𝑘 ,
𝑑𝑇𝑘(𝑡)

𝑑𝑡
) + ∑ 𝐹𝑖𝑘̅̅ ̅̅𝑛

𝑖=1 (𝑇𝑘(𝑡),
𝑑𝑇𝑘(𝑡)

𝑑𝑡
) ∙ ∑ 𝛿(𝑡 − (𝑡𝑖 + 𝑗𝜏))𝑗=1 ) ,

   (2.25) 

 

𝐹𝑘
̅̅̅̅ (𝑇𝑘 ,

𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
) =

1

𝑝
∫ 𝐹 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,
𝑑𝑢

𝑑𝑡
) 𝑋𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0

⬚

𝐹𝑖𝑘
̅̅ ̅̅ (𝑇𝑘 ,

𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
) =

1

𝑝
∫ 𝐹𝑖 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,
𝑑𝑢

𝑑𝑡
)𝑋𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0

⬚

𝑝 = ∫ 𝑠𝑖𝑛2

𝑙

0

𝑘𝜋

𝑙
𝑥 𝑑𝑥 =

1

2

 

 

Розглядатимемо випадки, коли частота власних коливань гнучкого елемента 

привода відмінна від частоти імпульсного збурення і пов’язана із  нею деяким 

співвідношенням. 

 

2.2.1. Нерезонансний випадок 

 

Нехай частота власних коливань гнучкого елемента незбуреного рівняння 

(ω) не співпадає із частотою імпульсного збурення, тобто 
𝑘𝜋

𝑙
√

𝑆

𝑝
− 𝑉2 ≠

𝑞

𝑟
𝑣 (r, q - 

взаємно прості числа). 

На відміну від диференціального рівняння (2.21), побудувати і дослідити 

розв’язок рівняння (2.24) значно простіше. Зокрема, можна використати 

асимптотичний метод нелінійної механіки чи метод Ван-дер-Поля. 



39 

Зупинимось на методі Ван-дер-Поля, який є найпростішим і доволі зручним 

для інженерних досліджень. Відповідно до нього, заміною змінних 

𝑇𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 ,
𝑑𝑇𝑘(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑎𝑘𝜔𝑘 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 , 𝜔𝑘 =

𝑘𝜋

𝑙
√

𝑆

𝑝
− 𝑉2 , 𝜓𝑘 = 𝜔𝑘 𝑡 + 𝑄𝑘 , (2.26) 

 

рівняння зводиться до системи звичайних диференціальних рівнянь відносно нових 

змінних 𝑎𝑘  і 𝜓𝑘 , вигляду 

𝑑𝑎𝑘

𝑑𝑡
= −𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘

𝜀

𝜔𝑘
(𝐹𝑘̅̅ ̅(𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 − 𝑎𝑘𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘) +

⬚
+ ∑ 𝐹𝑖𝑘̅̅ ̅̅𝑛

𝑖=1 (𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 − 𝑎𝑘𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘)∙ ∑ 𝛿(𝑡 − (𝑡𝑖 + 𝑗𝜏))𝑗=1 ),

⬚
𝑑𝜓𝑘

𝑑𝑡
= 𝜔𝑘 − 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘

𝜀

𝑎𝜔𝑘
(𝐹𝑘̅̅ ̅(𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 − 𝑎𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘) +

⬚
+ ∑ 𝐹𝑖𝑘̅̅ ̅̅𝑛

𝑖=1 (𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 − 𝑎𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘)∙ ∑ 𝛿(𝑡 − (𝑡𝑖 + 𝑗𝜏))𝑗=1 ).

         (2.27) 

 

Надалі вважатимемо, що 𝐹 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
)  і 𝐹𝑖 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) - многочлени, тоді 

функції 𝐹𝑘̅̅ ̅(𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 − 𝑎𝑘𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘) і 𝐹𝑖𝑘̅̅ ̅̅ (𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 − 𝑎𝑘𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘) можна 

зобразити у вигляді сум Фур’є 

𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 𝐹𝑘
̅̅ ̅(𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) = 𝐹𝑘0

𝑆 (𝑎) + ∑ (𝐹𝑘𝑛
𝑆𝑆 (𝑎) sin 𝑛𝜓𝑘 + 𝐹𝑘𝑛

𝑆𝑆 (𝑎) cos 𝑛𝜓𝑘 ),𝑛

⬚

𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 𝐹𝑖𝑘
̅̅ ̅̅ (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) = 𝐹𝑖𝑘0

𝑆 (𝑎) + ∑ (𝐹𝑖𝑘𝑛
𝑆𝑆 (𝑎) sin 𝑛𝜓𝑘 + 𝐹𝑖𝑘𝑛

𝑆𝑆 (𝑎) cos 𝑛𝜓𝑘 ),𝑛

  

𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘𝐹𝑘
̅̅̅̅ (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) = 𝐹𝑘0

𝐶 (𝑎) + ∑ (𝐹𝑘𝑛
𝐶𝑆(𝑎)sin 𝑛𝜓𝑘 + 𝐹𝑘𝑛

𝐶𝑆(𝑎)cos 𝑛𝜓𝑘),𝑛

⬚

𝑐𝑜𝑠𝜓
𝑘

𝐹𝑖𝑘
̅̅ ̅̅ (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) = 𝐹𝑖𝑘0

𝐶 (𝑎) + ∑ (𝐹𝑖𝑘𝑛
𝐶𝑆 (𝑎) sin𝑛𝜓

𝑘
+ 𝐹𝑖𝑘𝑛

𝐶𝑆 (𝑎)cos 𝑛𝜓
𝑘

),𝑛

    (2.28) 

 

Якщо використати властивості 5- функції Дірака [58] 

𝑓(𝑡)𝛿(𝑡) = 𝑓(0)𝛿(𝑡), ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑗𝜏) =
𝑣

𝜋
[

1

2
+ ∑ cos 𝑗𝑣𝑡𝑖=1 ] ;𝑖        (2.29) 

 

∫ 𝛿(𝑡)𝑑𝑡 = {
1, при 𝑡 > 0,
0, при 𝑡 ≤ 0,

𝑡

−∞
                                   (2.30) 

то система диференціальних рівнянь (2.25) після усереднення 

набуває вигляду 
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𝑑𝑎𝑘

𝑑𝑡
= −

𝜀

𝜔𝑘
{𝐹𝑘0

𝑆 (𝑎) +
𝑣

2𝜋
∑ 𝐹𝑖𝑘0

𝑆 (𝑎)(0)𝑖=1 }

⬚
𝑑𝜓𝑘

𝑑𝑡
= 𝜔𝑘 −

𝜀

𝑎𝜔𝑘
{𝐹𝑘0

𝐶 (𝑎) +
𝑣

2𝜋
∑ 𝐹𝑖𝑘0

𝐶 (𝑎)𝑖=1 }

              (2.31) 

 

Отже, вираз 

𝑇(𝑡) = 𝑎(𝑡) cos(𝜔𝑡 + 𝑄(𝑡)),                      (2.32) 

 

де a(t) і Q(t) визначаються системою (2.29), буде першим наближенням до розв’язку 

рівняння (2.24). 

Нехай розв’язком диференціальних рівнянь (2.29) є функції 𝑎𝑘 = 𝑎𝑘 (𝑡) і  

𝜓𝑘 = 𝜓𝑘 (𝑡)тоді можна знайти і перше “покращене” наближення параметрів 

𝑎𝑘  і 𝜓𝑘: 

𝑎𝑘.покр = −
𝜀

𝜔𝑘

{
𝑣

𝜋
∑ 𝐹𝑘𝑖0

𝑆𝑛
𝑖=1 (𝑎)𝜎(𝑡, 𝑡1) +

𝑣

2𝜋
∑ ∑

𝐹𝑘𝑖𝑛
𝑆𝑆 (𝑎)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑘)+𝐹𝑘𝑖𝑛

𝑆𝐶 (𝑎)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜔𝑘)

𝑛𝜔𝑘
+𝑛

𝑛
𝑖=1

⬚

+
𝑣

2𝜋
∑ ∑ ∑ (

𝐹𝑘𝑖𝑛
𝑆𝑆 (𝑎)

(𝑛𝜔)2−(𝑘𝑣)2 (2𝑛𝜔𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜓𝑘 )𝑐𝑜𝑠𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1) − 2𝑘𝑣𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜓𝑘 )𝑠𝑖𝑛𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1))𝑗 +𝑛
𝑛
𝑖=1

⬚

+
𝐹𝑘𝑖𝑛

𝑆𝑆 (𝑎)

(𝑛𝜔)2−(𝑘𝑣)2 (−2𝑛𝜔𝑘 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜓𝑘 )𝑠𝑖𝑛𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1) + 2𝑘𝑣𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜓𝑘 )𝑐𝑜𝑠𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1))) +

⬚

+ ∑
−𝐹𝑘𝑛

𝑆𝑆(𝑎)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑘)+𝐹𝑘𝑛
𝑆𝑆(𝑎)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜔𝑘)

𝑛𝜔𝑘
𝑛 } ,

  

𝜓𝑘 .покр = 𝜔𝑘 𝑡 −
𝜀

𝜔𝑘

{
𝑣

𝜋
∑ 𝐹𝑘𝑖0

𝐶𝑛
𝑖=1 (𝑎)𝜎(𝑡, 𝑡1) +

𝑣

2𝜋
∑ ∑

𝐹𝑘𝑖𝑛
𝐶𝐶 (𝑎)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑘)+𝐹𝑘𝑖𝑛

𝐶𝑆 (𝑎)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜔𝑘)

𝑛𝜔𝑘
+𝑛

𝑛
𝑖=1

⬚

+
𝑣

2𝜋
∑ ∑ ∑ (

𝐹𝑘𝑖𝑛
𝐶𝑆 (𝑎)

(𝑛𝜔)2−(𝑘𝑣)2 (2𝑛𝜔𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜓𝑘 )𝑐𝑜𝑠𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1) − 2𝑘𝑣𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜓𝑘 )𝑠𝑖𝑛𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1))𝑗 +𝑛
𝑛
𝑖=1

⬚

+
𝐹𝑘𝑖𝑛

𝐶𝑆 (𝑎)

(𝑛𝜔)2−(𝑘𝑣)2 (−2𝑛𝜔𝑘 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜓𝑘 )𝑠𝑖𝑛𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1) + 2𝑘𝑣𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜓𝑘 )𝑐𝑜𝑠𝑘𝑣(𝑡 − 𝑡1))) +

⬚

+ ∑
−𝐹𝑘𝑛

𝑆𝑆(𝑎)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜔𝑘)+𝐹𝑘𝑛
𝑆𝑆(𝑎)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜔𝑘)

𝑛𝜔𝑘
𝑛 } ,

  

 

де 𝜎(𝑡, 𝑡1) - періодична функція, яка є сумою ряду ∑
𝑠𝑖𝑛𝑗𝑣 (𝑡−𝑡𝑖)

𝑗𝑗  

Із вище зазначеного випливає, що в нерезонансному випадку  

імпульсний характер параметричного навантаження проявляється в 
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стрибкоподібній зміні 𝑎𝑘.покр  і 𝜓𝑘.покр в момент дії імпульсних сил. Величини 

стрибків малі, так як інтенсивність імпульсних сил мала. 

 

2.2.2. Резонансний випадок 

 

Набагато важливішим є випадок, коли частота власних коливань гнучкого 

елемента (незбурений рух) пов’язана із частотою імпульсного збурення 

співвідношенням 
𝑘𝜋

𝑙
√

𝑆

𝑝
− 𝑉2 ≠

𝑞

𝑟
𝑣 (r, q - взаємно прості числа); тут 𝑣 =

2𝜋

𝜏
. 

Зазначене дає підстави диференціальне рівняння (2.24) коливань гнучкого 

робочого елемента за дії імпульсних сил записати у вигляді 

𝑑2 𝑇𝑘

𝑑𝑡2 + (
𝑞

𝑟
𝑣)

2

𝑇𝑘 = 𝜀 (𝐹𝑘
̅̅ ̅ (𝑇𝑘 ,

𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
, 𝑣𝑡) − Δ𝑇𝑘 + ∑ 𝐹𝑗𝑘

̅̅ ̅̅ (𝑇𝑘 ,
𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
, 𝑣𝑡)𝑛

𝑗=1 ∙ ∑ 𝛿(𝑡 − (𝑡𝑖 + 𝑗𝜏))𝑚
𝑖=1 ), (2.33) 

 

(
𝑘𝜋

𝑙
)

2

(
𝑆

𝑝
− 𝑉2) = (

𝑞

𝑟
𝑣)

2

+ 𝜀∆,                            (2.34) 

 

де 𝜀∆ - розбалансування частот. 

Таким чином, досліджуються нелінійні коливання гнучкого робочого 

елемента механічного привода під дією імпульсного збурення, частота якого 

близька до однієї із власних частот частотного спектру гнучкого елемента привода 

(так званий резонансний випадок). 

Як і в попередньому випадку, для дослідження диференціального  

рівняння (2.31) використаємо метод Ван-дер-Поля. Нехай 𝑇𝑘 (𝑡) = 𝑎𝑘 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘, 

𝑑𝑇𝑘 (𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑎𝑘

𝑞

𝑟
𝑣𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 , 𝜓𝑘 =

𝑞

𝑟
𝑣𝑡 + 𝑄𝑘 , тоді досліджуване рівняння зведеться до 

системи звичайних диференціальних рівнянь відносно змінних 𝑎𝑘(𝑡) і 𝑄𝑘 (𝑡): 

 

𝑑𝑎𝑘

𝑑𝑡
= −𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘

𝑟𝜀

𝑞𝑣
(𝐹𝑘

̅̅ ̅ (𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 , −𝑎𝑣
𝑞

𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 ) − Δ𝑎

𝑞

𝑟
𝑣𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 +

⬚

+ ∑ 𝐹𝑘
̅̅ ̅(𝑎𝑘 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 , −𝑎𝑣

𝑞

𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘) ∑ 𝛿𝑗 (𝑡 − (𝑡𝑖 − 𝑗𝜏))𝑛

𝑖=1 ),

⬚
𝑑𝑄𝑘

𝑑𝑡
= −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘

𝑟𝜀

𝑞𝑣
(𝐹𝑘

̅̅ ̅(𝑎𝑘 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 , −𝑎𝑣
𝑞

𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 ) − Δ𝑎

𝑞

𝑟
𝑣𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 +

⬚

+ ∑ 𝐹𝑖𝑘
̅̅ ̅̅ (𝑎𝑘 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 , −𝑎𝑣

𝑞

𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 )∑ 𝛿𝑗=1 (𝑡 − (𝑡𝑖 − 𝑗𝜏))𝑛

𝑖=1 ).

      (2.35) 
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Беручи до уваги припущення, що 𝐹 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) і 𝐹𝑖 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) - многочлени, 

функції 𝐹𝑘
̅̅ ̅(𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘, − 𝑎𝑘 𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘) і 𝐹𝑖𝑘

̅̅ ̅̅ (𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 − 𝑎𝑘 𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘) знову ж таки 

представляємо у вигляді сум Фур’є (2.26). 

Використовуючи вище зазначені властивості δ-функції Дірака (2.27), (2.28), 

системі диференціальних рівнянь (2.23) після усереднення можна надати вигляду 

 

𝑑𝑎𝑘

𝑑𝑡
= −

𝜀𝑟

2𝜋𝑞
∑ (𝐹𝑖𝑘0

𝑆 (𝑎) ∑ (𝐹𝑖𝑘𝑛
𝑆𝐶 (𝑎)𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑟𝑄𝑘 + 𝑞𝑣𝑡𝑖) + 𝐹𝑖𝑘𝑛

𝑆𝑆 (𝑎)𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑟𝑄𝑘 + 𝑞𝑣𝑡𝑖))+ 𝐹𝑘0
𝑆 (𝑓)

𝑛

) ,

𝑛

𝑖=1

⬚

𝑑𝑄𝑘

𝑑𝑡
=

𝜀∆𝑟

2𝑞𝑣
−

𝜀𝑟

𝑎𝑞𝑣
(

𝑣

2𝜋
∑ (𝐹𝑖𝑘0

𝐶 (𝑎) ∑(𝐹𝑖𝑘𝑛
𝑆𝐶 (𝑎)𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑟𝑄𝑘 + 𝑞𝑣𝑡𝑖) + 𝐹𝑖𝑘𝑛

𝐶𝐶 (𝑎)𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑟𝑄𝑘 + 𝑞𝑣𝑡𝑖)) + 𝐹𝑘0
𝐶 (𝑓)

𝑛

) ,

𝑛

𝑖=1

)

 

 

В резонансному випадку, на відміну від нерезонансного, в усереднених 

рівняннях з’явились додаткові члени. Проте, аналогічно нерезонансному 

 випадку, величини 𝑎𝑘.покр  і 𝜓𝑘.покр  в момент дії імпульсних сил змінюються 

стрибкоподібно. 

 

2.2.3. Дослідження коливних процесів гнучких елементів приводів для 

деяких випадків дії імпульсних сил 
 

Розглянемо поперечні коливання гнучкого робочого елемента привода за 

умови, що малі сили тертя й опору пропорційні швидкості руху гнучкого елемента 

привода, а імпульсні сили пропорційні величині (𝜆𝑢 + 𝑦𝑢3), а отже - відхиленню 

від рівноважного положення. 

Диференціальне рівняння поперечних коливань гнучкого елемента в такому 

разі матиме вигляд 

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑢

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (

𝑆

𝑝
− 𝑉2)

𝑑2𝑢

𝑑 𝑥2 = 𝜀 ((𝜆𝑢 + 𝑦𝑢3) ∙ ∑ ∑ 𝛿(𝑡 − (𝑡𝑖 + 𝑗𝜏)) − 𝛽
𝑑𝑢

𝑑𝑡

𝑚
𝑖=1

𝑛
𝑗=1 ). (2.36) 

 

Відповідно до методу Бубнова-Гальоркіна розв’язок рівняння (2.36) 

представимо у вигляді (2.34). Після нескладних перетворень диференціальні 

рівняння (2.36) вдалось звести до звичайних диференціальних рівнянь вигляду 

𝑑2𝑇𝑘 (𝑡)

𝑑𝑡2 + (
𝑘𝜋

𝑙
)

2

− (
𝑆

𝑝
− 𝑉2)𝑇𝑘 (𝑡) = 𝜀 ((𝜆𝑇 + 𝑦𝑇3) ∙ ∑ ∑ 𝛿(𝑡 − (𝑡𝑖 + 𝑗𝜏)) − 𝛽

𝑑𝑢

𝑑𝑡

𝑚
𝑗

2
𝑖=1 ), (2.37) 
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які дають змогу визначити невідомі функції 𝑇𝑘 (𝑡) (𝑡1 = 0, 𝑡2 =
𝜋

2𝑣
). 

Для випадку, коли частота власних коливань гнучкого елемента відмінна від 

частоти імпульсного збурення розв’язок диференціального рівняння (2.37) у 

першому наближенні за крайових умов (2.22) згідно методу Ван-дер-Поля можна 

представити у вигляді (2.30), де функції a(t) і Q(t) визначаються диференціальними 

рівняннями 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= −𝜀𝛽

𝑎

2
,

⬚
𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝜔 − 𝜀 (

𝜆𝑣

8𝜋𝜔
+

3𝑦𝑎2𝑣

32𝜋𝜔
) .

                                    (2.38) 

 

З інтегрувавши систему диференціальних рівнянь (2.26), знаходимо перше 

наближення розв’язку рівняння поперечних коливань гнучкого робочого елемента 

механічного привода у вигляді 

𝑇(𝑡) = 𝑎0𝑒
−

𝛽

2
𝑡
𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡 + 𝑄0 −

𝜆𝑣

8𝜋𝜔
+

3𝑦𝑎2𝑣

32𝜋𝜔
),                (3.39) 

де 𝑎0 і 𝑄0  визначаються початковими умовами. 

Із наведеного випливає, що якщо 𝛽 > 0, то при 𝑡 → ∞  𝑇(𝑡) → 0, тобто 

коливання в системі затухають, а при 𝛽 < 0 відбувається розкачування 

 коливань. Вплив навантаження імпульсного виду проявляється в зміні лише 

частоти коливань. 

Що стосується резонансного випадку, то під резонансом у нелінійних 

системах ми розуміємо більш широке поняття, коли між частотами власних і 

вимушених коливань існує зв'язок. Нехай частота власних коливань зв’язана із 

частотою імпульсного збурення співвідношенням 

𝜔 ≈ 𝑞
𝑣

2
.                                               (2.40) 

 

Перше наближення розв’язку диференціального рівняння (2.36) в такому разі 

матиме вигляд 

𝑇(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (
𝑣

2
𝑞𝑡 + 𝑄(𝑡)),                               (2.41) 

де функції a(t) і Q(t) визначаються із системи диференціальних рівнянь 
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𝑑𝑎

𝑑𝑡
= −𝜀 (

𝛽𝑎

2
+

𝑎(2𝜆 +𝑦𝑎2 )

4𝜋𝑞
(𝑠𝑖𝑛2𝑄 + 𝑠𝑖𝑛 (2𝑄 + 𝑞

𝜋

2
)) −

𝑦𝑎3

8𝜋𝑞
(1 + (−1)𝑞)𝑠𝑖𝑛4𝑄) ,

⬚

𝑑𝑄

𝑑𝑡
=

𝜔2 −(
𝑞𝑣

2
)

2

𝜔
−

⬚

−𝜀 (
4𝜆+3𝑦𝑎2

4𝜋𝑞
+

𝜆+𝑦𝑎2

2𝜋𝑞
(𝑐𝑜𝑠2𝑄 + 𝑐𝑜𝑠 (2𝑄 + 𝑞

𝜋

2
)) −

𝑦𝑎2

8𝜋𝑞
(1 + (−1)𝑞)𝑠𝑖𝑛4𝑄).

 (2.42) 

 

 

На рисунку 2.4 - рисунку 2.5 представлені амплітудно-частотні 

характеристики (АЧХ) коливань гнучкого елемента привода за різних швидкостей 

його поздовжнього руху та різних значень його сили натягу (q = 2). 

 

Рисунок 2.4 – АЧХ коливань гнучкого робочого елемента привода за різних 

швидкостей його поздовжнього руху 

 

Рисунок 2.5 – АЧХ коливань гнучкого робочого елемента привода за різних 
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значень сили його натягу, V = 12 м/с 

Рисунок 2.6 – АЧХ коливань гнучкого робочого елемента привода за різних 

значень його погонної маси, V = 12 м/с 

 

 

Рисунок 2.7 – АЧХ коливань гнучкого робочого елемента привода за різних 

значень його довжини, V - 12 м/с 

 

Із поданих графічних залежностей випливає: 

а) із збільшенням поздовжньої швидкості руху гнучкого робочого елемента 

механічного привода резонансне значення амплітуди його коливань зростає,  

а частота імпульсного збурення, за якої має місце резонанс, зменшується.  

Так наприклад із зростанням швидкості поздовжнього руху від 8 до 12 м/с 

резонансне значення амплітуди коливань гнучкого елемента зростає на 6%,  

а частота імпульсного збурення, за якої має місце резонанс, зменшується на 6%; 

б) при більшому значенні сили натягу гнучкого елемента резонансне 

значення амплітуди його коливань є меншим, а частота імпульсного збурення,  

за якої має місце резонанс, є більшою. Так із зростанням сили натягу від 260Н до 
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500Н резонансне значення амплітуди його коливань зменшується на 10%,  

в той час як частота імпульсного збурення, за якої має місце резонанс, навпаки 

збільшується на 45%; 

в) зміна маси одиниці довжини гнучкого елемента незначним чином впливає 

на резонансне значення амплітуди його коливань, так наприклад, із збільшенням 

його погонної маси на 50% резонансна амплітуда зростає лише на 2%; 

г) зміна довжини гнучкого елемента впливає на резонансне значення 

амплітуди його коливань подібним чином як і маса одиниці довжини. Що 

стосується частоти імпульсного збурення, за якої має місце резонанс, то збільшення 

довжини гнучкого елемента привода на 5% веде до її зменшення на 4.5%. 

 

2.2.4. Дробовий резонанс 

 

Нехай між частотою власних коливань гнучкого елемента і частотою 

імпульсного збурення існує зв'язок у вигляді 

𝜔 ≈ (2𝑞1 − 1)
𝑣

4
.                                        (2.43) 

 

Тоді для будь-якого значення 𝑞1  (𝑞1 = 1, 2, … ) перше наближення для розв’язку 

рівняння (2.40) матиме вигляд 

𝑇(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑐𝑜𝑠 ((2𝑞1 − 1)
𝑣

4
𝑡 + 𝑄(𝑡)),                       (2.44) 

де функції а(t) і Q(t) визначаються із системи диференціальних рівнянь 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= −𝜀 (

𝛽𝑎

2
−

𝑦𝑎3

4𝜋(2𝑞1−1)
(𝑠𝑖𝑛4𝑄 − (−1)𝑞 )𝑠𝑖𝑛4𝑄) ,

⬚

𝑑𝑄

𝑑𝑡
=

𝜔2−(
𝑞𝑣

2
)

2

𝜔
−

⬚

+𝜀 (
4𝜆+3𝑦𝑎2

2𝜋(2𝑞1−1)
+

2(𝜔2(2𝑞1−1)2(𝑣

4
)

2
)

𝑣(2𝑞1−1)

𝑦 𝑎2

4𝜋(2𝑞1−1)
(𝑐𝑜𝑠4𝑄 + (−1)𝑞 ) −

𝑦𝑎2

8𝜋𝑞
(1 + (−1)𝑞 𝑠𝑖𝑛4𝑄)) .

 (2.45) 

 

На рисунку 2.8 представлені графічні залежності резонансної амплітуди 

коливань гнучкого елемента привода від частоти імпульсного збурення у 

випадку дробового резонансу 𝜔 ≈
3

4
𝑣. 
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Рисунок 2.8 - АЧХ коливань гнучкого елемента, що відповідає 

диференціальним рівнянням (2.41) 

 

Графічні залежності показують, що при більшому значенні швидкості 

поздовжнього руху гнучкого елемента привода резонансне значення амплітуди 

його коливань є більшим, а частота імпульсного збурення, за якої має місце 

резонанс - меншою. Зростання швидкості поздовжнього руху від V = 8 м/с до  

V = 10 м/с веде до збільшення амплітуди його коливань лише на 2%, частота 

імпульсного збурення в такому випадку зменшується лише на 1.7%. 

Таким чином, проведені дослідження показують: 

- за швидкості поздовжнього руху гнучкого робочого елемента привода  

 𝑉 ≈ √
𝑆

𝑝
  відбувається зрив коливань у лінійній розрахунковій моделі; 

- стала поздовжня швидкість руху гнучкого робочого елемента привода 

сприяє зменшенню власної частоти його коливань; 

- зростання швидкості поздовжнього руху гнучкого робочого елемента 

привода загалом веде до збільшення резонансного значення амплітуди його 

коливань; 

- наявність імпульсних сил призводить до зміни резонансної амплітуди і 

фази в момент їх дії; 

- нелінійні сили спричиняють зміну в часі як амплітуди, так і частоти 

коливань гнучкого елемента, зокрема, нелінійна відновлювальна сила впливає 

лише на зміну частоти коливань, а нелінійне тертя - на зміну амплітуди; 

- вплив сили натягу гнучкого елемента є суттєвим, зокрема, збільшення його 

натягу зменшує величину резонансної амплітуди. 
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Висновки до другого розділу 
 

Розроблена у розділі методика дослідження коливних процесів гнучких 

елементів приводів дає можливість: 

- дослідити вплив імпульсних сил, які змінюються за певним законом на 

АЧХ коливань гнучких елементів приводів, в тому числі проаналізувати резонансні 

явища у випадку їх періодичної зміни; 

- проаналізувати вплив швидкості поздовжнього руху, сили натягу 

гнучкого елемента привода у випадку дії імпульсних сил на динаміку процесу.  

Отримані аналітичні співвідношення дозволяють 

- побудувати графічні залежності для визначення областей стійких 

(нестійких) значень амплітуд коливань гнучких елементів; 

- дослідити вплив зміни параметрів системи на зміну областей стійких 

значень амплітуд; 

- дослідити вплив різного роду збурень крайових умов на коливні процеси 

гнучких елементів приводів; 

- прогнозувати небезпечні (нестійкі) явища, які порушують нормальне 

функціонування приводів з гнучкими елементами та запобігати їм ще на стадії їх 

проектування. 
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(3.4) 

РОЗДІЛ 3. ПАРАМЕТРИЧНІ КОЛИВАННЯ ГНУЧКОГО РОБОЧОГО 

ЕЛЕМЕНТА МЕХАНІЧНОГО ПРИВОДА 

 

3.1. Змінний натяг гнучкого елемента привода та його вплив на 

амплітудно-частотну характеристику коливань 

 

Математичною моделлю поперечних коливань гнучкого робочого елемента 

механічного привода у змінних Ейлера є диференціальне рівняння 

𝑑2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (

𝑆

𝑝
− 𝑉2)

𝑑2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2 = 0.                   (3.1) 

 

До диференціального рівняння (3.1) долучімо крайові умови (2.22), що 

відповідають умовам відсутності поперечних переміщень гнучкого елемента 

привода у деяких фіксованих точках х = 0, х = l.. 

Для дослідження розв’язків цього рівняння використаємо загальні ідеї 

методу Бубнова-Гальоркіна. В такому разі розв’язок крайової задачі (З.1), (2.22) 

представляємо у вигляді (2.23). Оскільки система функцій {𝑋𝑘 (𝑥)} = {𝑠𝑖𝑛
𝑘𝜋

𝑙
𝑥} 

справджує крайові умови, які випливають із (2.22) (𝑋𝑘 (0) = 𝑋𝑘 (𝑙) = 0, то із (3.1) 

після нескладних перетворень для знаходження невідомих функцій 𝑇𝑘 (𝑡) 

отримуємо звичайні диференціальні рівняння 

𝑑2𝑇𝑘(𝑡)

𝑑𝑡2 + (
𝑘𝜋

𝑙
)

2

− (
𝑆

𝑝
− 𝑉2) 𝑇𝑘(𝑡) = 0                    (3.2) 

 

Значний теоретичний і практичний інтерес становить випадок, коли сила 

натягу гнучкого елемента привода змінюється відповідно до закону 

𝑆(𝑡) = 𝑆0 + ∑ (𝑆𝑘𝑠𝑖𝑛𝑄𝑘𝑡 + 𝑆𝑘𝑐𝑜𝑠𝑄𝑘𝑡),𝑛
𝑘=1                         (3.3) 

 

що еквівалентно вигляду 

𝑆(𝑡) = 𝑆0 + ∑ 𝑆𝑘 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘,

𝑛

𝑘=1

 

де S0 - стала складова сили натягу гнучкого елемента, Sk - амплітуда змінної, 

гармонійної складової сили натягу, 𝜓𝑘 = 𝑣𝑘 + 𝜑𝑘   (𝑘 = 1, 2, … , 𝑛), 𝑣1 , 𝑣2 , … , 𝑣𝑛  - 

частоти змушуючої сили. Таке представлення натягу охоплює багато практичних 
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(3.5) 

(3.7) 

(3.8) 

задач, де в першому наближенні натяг має саме такий вигляд. З урахуванням 

вказаного, диференціальні рівняння (3.6) набувають вигляду 

𝑑2𝑇𝑘(𝑡)

𝑑𝑡2
+ (

𝑘𝜋

𝑙
)

2

(
𝑆

𝑝
+

∑ 𝑆𝑘 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘
𝑛
𝑘=1

𝑝
−𝑉2) 𝑇𝑘 (𝑡) = 0 

 

Багато задач фізики і техніки зводяться до дослідження рівняння Матьє, яке 

в загальному випадку можна записати у вигляді 

𝑑2𝑇𝑘

𝑑𝑡2 + 𝜔2(1 + ∑ ℎ𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘
𝑛
𝑘=1 )𝑇 = 0                          (3.6) 

 

де 

𝜔2 = (
𝑆0

𝑝
− 𝑉2)(

𝑘𝜋

𝑙
)

2

,

⬚

𝜔2ℎ =
∑ 𝑆𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑝
(

𝑘𝜋

𝑙
)

2

,

 

 

а h1, h2, …, hn - малі величини (𝜔2ℎ𝑖 = 𝜀𝜆𝑖). 

До розгляду рівняння (3.7) зводяться, наприклад, задача про коливання 

маятника, точка підвісу якого здійснює синусоїдальні коливання; задача про 

поперечні коливання стержня, який знаходиться під дією поздовжньої 

синусоїдальної сили і ін. 

До рівняння (3.7) зводиться дослідження задач, якщо сили, які діють на 

вказані системи, носять більш загальний характер. Так, наприклад, якщо точка 

підвісу маятника здійснює коливання відповідно до закону 

∑ 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑣𝑖𝑡 + 𝜑𝑖), 

 

то без урахування сил опору задача про коливання маятника зведеться до розгляду 

рівняння виду (3.8). Теж саме стосується задачі про поперечні коливання гнучкого 

робочого елемента привода (натяг змінюється відповідно до гармонічного закону, 

відсутні сили опору). 

Слід зазначити, що дослідження лінійних диференціальних рівнянь з 

квазіперіодичними коефіцієнтами значно ускладнюється порівняно з лінійними 
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(3.10) 

диференціальними рівняннями з періодичними коефіцієнтами, і більшість 

результатів для них отримано у випадку наявності малого параметра.  

При подальшому дослідженні диференціального рівняння (3.8), для 

зручності подальших викладок перепишемо його у вигляді 

 

𝑑2𝑇𝑘

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑇 = −𝜀(∑ 𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘

𝑛
𝑘=1 )𝑇.                           (3.9) 

 

Розглянемо праву частину рівняння (3.9) як збурюючу силу. Якщо врахувати 

середній вплив цієї зовнішньої сили за великий проміжок часу, то в першому 

наближенні рівняння (3.9) є лише резонанси виду 2𝜔 ≈ 𝑣𝑖  (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛), а в 

другому наближенні ще й резонанси 

 

а) 2𝜔 ≈ (𝑣𝑗 + 𝑣𝑖),

⬚
б) 2𝜔 ≈ (𝑣𝑗 − 𝑣𝑖),    𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛.

 

 

При цьому, у випадку резонансів 2𝜔 ≈ (𝑣𝑗 + 𝑣𝑖), розглядаються такі значення 

j і i, для яких 𝑣𝑗 − 𝑣𝑖 > 0. 

 

3.1.1. Нерезонансний випадок 

 

Відповідно до асимптотичних методів, д-те наближення для розв’язку 

рівняння (3.4) шукаємо у вигляді 

𝑇 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜓 + 𝜀𝑈1(𝑎, 𝜓, 𝑡) + 𝜀2𝑈2(𝑎, 𝜓, 𝑡) + ⋯ + 𝜀𝑞−1𝑈𝑞−1(𝑎, 𝜓, 𝑡),        (3.11) 

 

де функції 𝑈(𝑎, 𝜓, 𝑡) (𝑗 = 1,2, … , 𝑞 − 1) визначимо нижче, а величини а і 𝜓 

знаходяться з рівнянь q -того наближення 

 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 𝜀𝐴1(𝑎) + 𝜀2𝐴2(𝑎) + ⋯ + 𝜀𝑞𝐴𝑞(𝑎),

⬚
𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝜔 + 𝜀𝐵1(𝑎) + 𝜀2𝐵2(𝑎) + ⋯ + 𝜀𝑞 𝐵𝑞(𝑎)

                  (3.12) 

 

Оскільки ідеться про нерезонансний випадок, то праві частини системи  

рівнянь (3.12) не залежать від 𝜓. 
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(3.15) 

Підставивши (3.11) в диференціальне рівняння (3.10) із врахуванням (3.12),  

та прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях є, отримуємо диференціальні 

рівняння для знаходження функцій 𝑈𝑗(𝑎, 𝜓, 𝑡) 

𝜔2 𝑑2 𝑈1

𝑑 𝜓2
+ 2𝜔

𝑑2 𝑈1

𝑑𝜓𝑑𝑡
+

𝑑2 𝑈1

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑈1 = 𝑓0(𝑎, 𝜓, 𝑡) + 2𝑎𝜔𝐵1𝑐𝑜𝑠𝜓 + 2𝜔𝐴1𝑠𝑖𝑛𝜓,  (3.13) 

 

𝜔2 𝑑2 𝑈2

𝑑 𝜓2
+ 2𝜔

𝑑2 𝑈2

𝑑𝜓𝑑𝑡
+

𝑑2 𝑈2

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑈2 = 𝑓1(𝑎, 𝜓, 𝑡) + 2𝑎𝜔𝐵2𝑐𝑜𝑠𝜓 + 2𝜔𝐴2𝑠𝑖𝑛𝜓,  (3.14) 

 

𝜔2
𝑑2𝑈𝑞−1

𝑑𝜓2 + 2𝜔
𝑑2𝑈𝑞−1

𝑑𝜓𝑑𝑡
+

𝑑2𝑈𝑞−1

𝑑𝑡2 + 𝜔2𝑈𝑞−1 = 𝑓𝑞−2(𝑎, 𝜓, 𝑡) + 2𝑎𝜔𝐵𝑞−1𝑐𝑜𝑠𝜓 + 2𝜔𝐴𝑞−1𝑠𝑖𝑛𝜓, 

де 

𝑓(𝑡, 𝑇) = − (∑ 𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘

𝑛

𝑘=1

) 𝑇,

⬚
𝑓0 (𝑎, 𝜓, 𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜓),

 

 

𝑓1(𝑎, 𝜓, 𝑡) = 𝑓𝑇
′(𝑡, 𝑐𝑜𝑠𝜓)𝑈1 + (𝑎𝐵1

2 −
𝑑𝐴1

𝑑𝑎
𝐴1) 𝑐𝑜𝑠𝜓 + (

𝑑𝐵1

𝑑𝑎
𝐴1𝑎 + 2𝐴1𝐵1) 𝑠𝑖𝑛𝜓 −

⬚

−2𝜔𝐵1
𝑑2 𝑈1

𝑑 𝜓2 − 2
𝑑2 𝑈1

𝑑𝑎𝑑𝑡
𝐴1 − 2

𝑑2 𝑈1

𝑑𝑡𝑑𝜓
𝐵1 − 2

𝑑2 𝑈1

𝑑𝑎𝑑𝜓
𝜔𝐴1 .

  (3.16) 

 

Для знаходження невідомих функцій 𝑓𝑘 (𝑎, 𝜓, 𝑡) необхідно знайти значення 

𝐴𝑗 (𝑎), 𝐵𝑗 (𝑎), 𝑈𝑗(𝑎, 𝜓, 𝑡) (𝑗 = 1, … , 𝑘). Величини 𝐴𝑗(𝑎), 𝐵𝑗 (𝑎), (𝑗 = 1, … , 𝑞) 

визначаються так, щоб функції 𝑈𝑗(𝑎, 𝜓, 𝑡) не містили членів, знаменники яких 

можуть перетворюватись в нуль. 

Таким чином рівняння (3.10) із врахуванням (3.11) матиме вигляд 

𝜔2 𝑑2 𝑈1

𝑑 𝜓2
+ 2𝜔

𝑑2 𝑈1

𝑑𝜓𝑑𝑡
+

𝑑2 𝑈1

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑈1 = 2𝑎𝜔𝐵1𝑐𝑜𝑠𝜓 −

⬚
−

𝑎

2
∑ 𝜆𝑘 (𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 + 𝜓) + 𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 − 𝜓)) +𝑛

𝑘=1 2𝜔𝐴1𝑠𝑖𝑛𝜓.

         (3.17) 

 

Так як для всіх k(k = 1, 2, ..., n) 𝑣𝑘 ≠ 2𝜔, то із (3.17) отримуємо 

𝐴1 = 0, 𝐵1 = 0. 

Функцію 𝑈𝑗 (𝑎, 𝜓, 𝑡) шукаємо у вигляді суми з невизначеними коефіцієнтами 

𝑈1 = ∑ (𝑎𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 + 𝜓) + 𝑏𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 − 𝜓)).𝑛
𝑘=1               (3.18) 
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(3.20) 

(3.23) 

Підставляючи (3.18) в рівняння (3.17), і прирівнюючи коефіцієнти при однакових 

гармоніках, отримуємо 

𝑎𝑘 =
𝜆𝑘𝑎

2𝑣𝑘(𝑣𝑘+2𝜔)
,

⬚

𝑏𝑘 =
𝜆𝑘𝑎

2𝑣𝑘(2𝜔−𝑣𝑘)
(𝑘 = 1, 2, … , 𝑛).

                           (3.19) 

 

Перше наближення для розв’язку рівняння (3.10) має вигляд 

𝑇1 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜓, 

 

де величини а і 𝜓 визначаються із системи диференціальних рівнянь першого 

наближення 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝜔.                                            (3.21) 

 

Для знаходження другого наближення розв’язку рівняння (3.4) визначаємо 

𝐴2(𝑎), 𝐵2(𝑎) із диференціального рівняння для 𝑈2(𝑎, 𝜓, 𝑡). Це рівняння із 

врахуванням (3.9) запишемо у вигляді 

𝜔2 𝑑2 𝑈2

𝑑𝜓2
+ 2𝜔

𝑑2 𝑈2

𝑑𝜓𝑑𝑡
+

𝑑2 𝑈2

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑈2 = 2𝑎𝜔𝐵2𝑐𝑜𝑠𝜓 + 2𝜔𝐴2𝑠𝑖𝑛𝜓 +

⬚

+ ∑ {
𝜆𝑘𝜆𝑗𝑎

4𝑣𝑗(𝑣𝑗+2𝜔)
(𝑐𝑜𝑠(𝜓𝑗 + 𝜓𝑘 + 𝜓) − 𝑐𝑜𝑠(𝜓𝑗 − 𝜓𝑘 + 𝜓)) +𝑛

𝑘,𝑗=1

⬚
𝜆𝑘𝜆𝑗𝑎

4𝑣𝑗(𝑣𝑗−2𝜔)
(𝑐𝑜𝑠(𝜓𝑗 + 𝜓𝑘 − 𝜓) − 𝑐𝑜𝑠(𝜓𝑗 − 𝜓𝑘 − 𝜓))} .

       (3.22) 

 

Прирівнюючи коефіцієнти при sin ψ і cosψ до нуля із (3.14) маємо 

𝐴2 = 0,

⬚

𝐵2 = − ∑
𝜆𝑖

2

4𝜔(4𝜔2 − 𝑣𝑖
2)

.

𝑛

𝑖 =1

 

Отже, друге наближення для розв’язку рівняння (3.4) має вигляд 

𝑇𝐼𝐼 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜓 + ∑ (
𝜔2 ℎ𝑘𝑎

2𝑣𝑘(𝑣𝑘−2𝜔)
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 + 𝜓) +

𝜔2 ℎ𝑘𝑎

2𝑣𝑘(𝑣𝑘−2𝜔)
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 − 𝜓)) ,𝑛

𝑘=1    (3.24) 

 

де а і ψ визначаються із системи диференціальних рівнянь 
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𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 0,

⬚
𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝜔 − ∑

ℎ𝑖
2𝜔3

4(4𝜔2−𝑣𝑖
2)

.𝑛
𝑖=1

                                       (3.25) 

 

Система рівнянь (3.16) описує ізохронний коливний процес з частотою 

Ω, який зображений на рис. 3.1 - рис. 3.4. 
 

 

Рисунок 3.1 - Залежність частоти коливного процесу від поздовжньої 

швидкості руху гнучкого елемента привода 
 

Подана графічна залежність показує, що при зміні швидкості поздовжнього 

руху гнучкого елемента змінюється частота коливного процесу, зокрема із 

збільшенням швидкості - вона зменшується. 
 

 

Рисунок 3.2 - Залежність частоти коливного процесу від початкового натягу 

гнучкого елемента привода за різних значень швидкості його поздовжнього руху 

Із рисунка 3.2 випливає: а) із зростанням сталої складової сили натягу 

гнучкого елемента частота коливного процесу збільшується; б) при більшій 

поздовжній швидкості руху гнучкого елемента частота коливного процесу  

є меншою: так, наприклад, при збільшенні швидкості від 10 м/с до 20 м/с і  
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при S= 150Н частота зменшується на 52%. Слід зазначити, що при S=200Н частота 

процесу при У=20 м/с буде менша лише на 33%. 

 

 

Рисунок 3.3 - Залежність частоти коливного процесу від частоти зміни 

сили натягу гнучкого елемента привода 

 

При частоті зміни натягу 𝑣 ≈ 174 є розрив в момент резонансу. 

 

 

Рисунок 3.4 - Залежність частоти коливного процесу від параметра h 

 

Із рисунка 3.4 випливає, що при зміні параметра h, частота коливного процесу 

повільно змінюється. 

Як видно із співвідношень (3.13), (3.16) для нерезонансного випадку вплив 

зовнішнього збурення проявляється лише в другому наближенні.  

 

3.1.2. Резонансні явища 

 

Як зазначалось раніше, в першому наближенні спостерігаються лише 

резонанси виду 𝜔 ≈
𝑣𝑖

2
(𝑖 = 1, 2, … , 𝑛). Перейдемо до побудови асимптотичних 

наближень для розв’язків рівняння (3.4) у вказаному випадку. 
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Нехай виконується співвідношення 

𝜔2 = (
𝑣𝑖

2
)

2

+ 𝜀∆,                                         (3.26) 

 

де за 𝑣𝑖 . береться будь-яка із п частот 𝑣1,𝑣2, … , 𝑣𝑛. Із врахуванням (3.26) 

диференціальне рівняння (3.4) зведеться до вигляду 

𝑑2𝑇𝑘

𝑑𝑡2 + (
𝑣𝑖

2
)

2

𝑇 = −𝜀(∑ 𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘
𝑛
𝑘=1 + ∆)𝑇.                           (3.27) 

 

Для знаходження розв’язку диференціального рівняння (3.27) q- те 

наближення шукаємо у вигляді [7] 

𝑇 = 𝑎𝑐𝑜𝑠 (
𝑣𝑖

2
𝑡 + 𝑄) + 𝜀𝑈1(𝑎, 𝑄, 𝑡) + ⋯ + 𝜀𝑞−1𝑈𝑞−1(𝑎, 𝑄, 𝑡),         (3.28) 

 

де а і Q - деякі функції часу, які визначаються із системи рівнянь q- того 

наближення 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 𝜀𝐴1(𝑎, 𝑄) + 𝜀2𝐴2(𝑎, 𝑄) + ⋯ + 𝜀𝑞𝐴𝑞(𝑎, 𝑄),

⬚
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝜀𝐵1(𝑎, 𝑄) + 𝜀2𝐵2(𝑎, 𝑄) + ⋯ + 𝜀𝑞 𝐵𝑞(𝑎, 𝑄)

                  (3.29) 

 

Обмежимось лише випадком q = 2. Праві частини диференціальних рівнянь 

(3.20) залежать від а і Q, оскільки в резонансному випадку різниця фаз  

власних коливань і зовнішнього збурення може суттєво впливати на зміну 

амплітуди і частоти коливань. 

Беручи до уваги систему (3.20), підставляємо розв’язок (3.29) в 

диференціальне рівняння (3.28). Прирівнюючи коефіцієнти при однакових 

степенях ε, отримуємо диференціальні рівняння для визначення невідомих  

функцій U1, і U2 

𝑑2 𝑈1

𝑑𝑡2
+ (

𝑣𝑖

2
)

2
𝑈1 = −

𝑎

2
∑ 𝜆𝑘 (𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 + 𝜓) + 𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 − 𝜓)) −𝑛

𝑘=1

⬚

−
𝑎𝜆𝑖

2
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑖 + 𝜓) −

𝑎𝜆𝑖

2
𝑠𝑖𝑛 (

𝑣𝑖

2
𝑡 − 𝑄 + 𝜑𝑖) +

⬚

+2
𝑣𝑖

2
𝐴1𝑠𝑖𝑛 (

𝑣𝑖

2
𝑡 − 𝑄) + 2𝑎

𝑣𝑖

2
𝐵1𝑐𝑜𝑠 (

𝑣𝑖

2
𝑡 − 𝑄) − ∆𝑎𝑐𝑜𝑠 (

𝑣𝑖

2
𝑡 − 𝑄) ,

 (3.30) 
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(3.32) 

(3.34) 

𝑑2 𝑈2

𝑑𝑡2
+ (

𝑣𝑖

2
)

2
𝑈2 = (2

𝑣𝑖

2
𝐴2 + 𝑎

𝑑𝐵1

𝑑𝑎
𝐵1 + 𝑎

𝑑𝐵1

𝑑𝑄
𝐵1 + 2𝐴1𝐵1)𝑠𝑖𝑛𝜓 +

⬚

+ (2𝑎
𝑣𝑖

2
𝐵2 −

𝑑𝐴1

𝑑𝑎
𝐴1 −

𝑑𝐴1

𝑑𝑄
𝐵1 + 𝑎𝐵1

2)𝑐𝑜𝑠𝜓 −

⬚

−(∑ 𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘
𝑛
𝑘=1

)𝑈1 − ∆𝑈1 − 2𝐴1
𝑑2 𝑈1

𝑑𝑎𝑑𝑡
− 2𝐵1

𝑑2 𝑈1

𝑑𝑄𝑑𝑡
,

 (3.31) 

 

𝜓 =
𝑣1

2
𝑡 + 𝑄, 𝜓𝑘 = 𝑣𝑘 𝑡 + 𝜑𝑘 . 

 

Значення величин Aj і Bj (j = 1, 2) в рівняннях (3.31), (3.32), як і в 

нерезонансному випадку, визначаємо так, щоб функції Uj(a, Q, t) не містили 

ленів, знаменники яких перетворюються в нуль. 

Для початку розглянемо диференціальне рівняння (3.31). Прирівнюючи до 

нуля коефіцієнти при 𝑠𝑖𝑛
𝑣1

2
𝑡 і 𝑐𝑜𝑠

𝑣1

2
𝑡  в правій частині цього рівняння отримуємо 

вирази, які визначають А1 і B1 

 

𝑣𝑖𝐴1𝑐𝑜𝑠𝑄 − 𝑎𝑣𝑖𝐵1 sin 𝑄 −
𝜆𝑖𝑎

2
cos(𝑄 − 𝜑𝑖) + 𝑎∆𝑠𝑖𝑛𝑄 = 0

⬚

𝑣𝑖𝐴1𝑠𝑖𝑛𝑄 + 𝑎𝑣𝑖𝐵1 cos 𝑄 −
𝜆𝑖𝑎

2
sin(𝑄 + 𝜑𝑖) − 𝑎∆𝑐𝑜𝑠𝑄 = 0

        (3.33) 

 

Із (3.33) маємо 

𝐴1 =
𝑎𝜆𝑖

2𝑣𝑖

𝑐𝑜𝑠(2𝑄 − 𝜑1),

⬚

𝐵1 =
∆

𝑣𝑖

−
𝜆𝑖

2𝑣𝑖

𝑠𝑖𝑛(2𝑄 − 𝜑1).

 

Функцію U1 шукаємо у вигляді суми з невизначеними коефіцієнтами 

 

𝑈1 = ∑ (𝑎𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 + 𝜓) + 𝑏𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 − 𝜓)) + 𝐴𝑠𝑖𝑛 (
3

2
𝑣𝑖𝑡 + 𝑄 + 𝜑𝑖) .𝑛

𝑘=1
𝑘≠1

   (3.34) 

 

Підставляючи (3.34) в (3.31), і прирівнюючи коефіцієнти при синусах і 

косинусах однакових аргументів, знаходимо 
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(3.35) 

𝑎𝑘 =
𝑎𝜆𝑘

2𝑣𝑘(𝑣𝑘 + 𝑣𝑖)
,

⬚

𝑏𝑘 =
𝑎𝜆𝑘

2𝑣𝑘(2𝑣𝑘 − 𝑣𝑖)

⬚

𝑘 = 1, 2, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … , 𝑛; 𝐴 =
𝑎𝜆𝑖

4𝑣𝑖
2 .

 

 

Таким чином, перше наближення для розв’язку диференціального рівняння 

(3.18) у резонансному випадку записується у вигляді 

 

𝑇𝑖 = 𝑎𝑐𝑜𝑠 (
𝑣𝑖

2
𝑡 + 𝑄),                                         (3.36) 

 

де а і Q визначаються із системи диференціальних рівнянь першого наближення 

 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

𝑎ℎ𝑖𝜔2

2𝑣𝑖
𝑐𝑜𝑠(2𝑄 − 𝜑1),

⬚
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝜔 −

𝑣𝑖

2
−

ℎ𝑖𝜔2

2 𝑣𝑖
𝑠𝑖𝑛(2𝑄 − 𝜑1).

                            (3.37) 

 

Як видно із (3.35) і (3.36) в першому наближенні із збурюючої дії  

−(∑ 𝜀𝜆𝑘 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘
𝑛
𝑘=1

)𝑇 на розв’язок рівняння (3.28) впливає лише доданок  

(−𝜀𝜆𝑘 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 )𝑇. 

На рисунку 3.5 представлені графічні залежності резонансної амплітуди 

коливань гнучкого елемента від частоти зміни натягу, що відповідають системі 

(3.36). 

 

Рисунок 3.5 - АЧХ коливань гнучкого елемента привода за різних швидкостей 

його поздовжнього руху 
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Із наведеного випливає, що величина резонансної амплітуди коливань 

гнучкого елемента привода збільшується із зростанням швидкості його 

поздовжнього руху, так наприклад, для швидкості поздовжнього руху 15 м/с 

величина резонансної амплітуди є більшою на 19% ніж для швидкості 1 м/с. При 

подальшому зростанні швидкості руху резонансне значення амплітуди коливань 

зростає швидше. 

Величина розбалансування частот власних і вимушених коливань суттєво 

впливає на стійкість коливань гнучкого елемента. На рисунку 3.6 представлені 

резонансні криві, які дозволяють прослідкувати за поведінкою резонансної 

амплітуди при зміні величини розбалансування частот. 

 

Рисунок 3.6 - Резонансні значення амплітуди коливань гнучкого елемента за 

різного розбалансування частот власних і вимушених коливань при V = 15 м/с 

 

Порівнюючи графічні залежності рисунка 3.6 та рисунка 3.5 б можна 

стверджувати, що при зростанні частоти змушувабної сили від 188 с-1 до 189 с-1 

амплітуда коливань зменшується на 39%, а при зменшенні її значення від 188 с-1до 

187 с-1 - зростає майже вдвічі. Це свідчить про те, що в першому випадку 

динамічний процес стійкий, а в другому - нестійкий. 

Слід зазначити, що систему диференціальних рівнянь першого наближення 

(3.36) можна звести до системи лінійних диференціальних рівнянь з постійними 

коефіцієнтами і розв’язати. Для цього в системі (3.36) введемо заміну 

 

𝑢 = 𝑎𝑠𝑖𝑛 (𝑄 −
𝜑𝑖

2
) ,

⬚

𝑣 = 𝑎𝑐𝑜𝑠 (𝑄 −
𝜑𝑖

2
) .

                                             (3.38) 
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(3.41) 

(3.42) 

Система диференціальних рівнянь відносно нових невідомих матиме вигляд 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −

ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖
𝑢 + (𝜔 −

𝑣𝑖

2
)𝑣,

⬚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= − (𝜔 −

𝑣𝑖

2
) 𝑢 −

ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖
𝑣.

                                  (3.39) 

 

Система (3.38) є лінійною системою диференціальних рівнянь з постійними 

коефіцієнтами. Корені її характеристичного рівняння матимуть вигляд 

𝜇1,2 = ±√(
ℎ𝑖𝜔2

2𝑣𝑖
)

2

− (𝜔 −
𝑣𝑖

2
)

2
                                  (3.40) 

 

Якщо μ1 і μ2 дійсні, то μ і v, а відповідно і амплітуда а будуть зростати з  

часом по експоненціальному закону. Це відповідає наявності у вихідній  

системі параметричного резонансу на частоті 
𝑣𝑖

2
. Відповідно до (3.39) умова 

існування μj (j = 1, 2) матиме вигляд 

ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖
> |𝜔 −

𝑣𝑖

2
| 

 

або з точністю до величин першого порядку мализни 

ℎ𝑖𝜔

4
> |𝜔 −

𝑣𝑖

2
|. 

Таким чином, якщо будь-яка частота зовнішнього збурення знаходиться 

в інтервалі 

2𝜔 (1 −
ℎ𝑖

4
) < 𝑣𝑖 < 2𝜔 (1 +

ℎ𝑖

4
)                              (3.43) 

 

то у вихідній системі виникає демультиплікаційний резонанс, при якому 

амплітуда зростає по експоненціальному закону. Нерівність (3.42) визначає з 

точністю до величин першого порядку мализни зону нестійкості, всередині 

якої положення рівноваги є нестійким, і в системі виникають коливання 

(самозбурюються коливання). 

Вплив параметра К на область стійкості (заштрихована зона) і нестійкості 

рівноваги за ω = 107 с-1 (рис. 3.7). 
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(3.43) 

 

 

Рисунок 3.7 - Вплив параметра к на область стійкості (заштрихована зона)  

і нестійкості рівноваги за ω = 107 с-1 

 

Перейдемо до побудови другого наближення. Враховуючи (3.32), (3.34) і 

умови для визначення величин Аj і Вj , отримуємо наступні вирази для А2 і В2 

𝐴2 = 0

⬚

𝐵2 =
3𝜆𝑖

2

8𝑣𝑖
2 −

∆2

𝑣𝑖
3 + ∑

𝜆𝑘
2

2𝑣𝑖(𝑣𝑘
2 − 𝑣𝑖

2)
.

𝑛

𝑘=1
𝑘≠1

 

 

Тоді друге наближення для розв’язку рівняння (3.18) у випадку резонансу  

𝜔 ≈
𝑣𝑖

2
(𝑖 = 1, 2, … , 𝑛) запишеться у вигляді 

𝑇𝐼𝐼 = 𝑎𝑐𝑜𝑠 (
𝑣𝑖

2
𝑡 + 𝑄) + ∑ (

𝑎ℎ𝑘𝜔2

2𝑣𝑘(𝑣𝑘+𝑣𝑖)
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 + 𝜓) +𝑛

𝑘=1
𝑘≠1

⬚

+
𝑎ℎ𝑘𝜔2

2𝑣𝑘(𝑣𝑘−𝑣𝑖)
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑘 − 𝜓)) +

𝑎ℎ𝑖𝜔2

4𝑣𝑖
2 𝑠𝑖𝑛(

3

2
𝑣𝑖𝑡 + 𝑄 + 𝜑𝑖),

         (3.44) 

де а і Q визначаються рівняннями другого наближення 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

𝑎ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖
⬚ cos(2𝑄 − 𝜑𝑖) ,

⬚

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= (𝜔 −

𝑣𝑖

2
) −

(𝜔−
𝑣𝑖
2

)
2

𝑣𝑖
+

3ℎ𝑖
2𝜔4

8𝑣𝑖
3 +

⬚

+ ∑
ℎ𝑘

2 𝜔4

2𝑣𝑖 (𝑣𝑘
2 −𝑣𝑖

2)
−

ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖
sin (2𝑄 − 𝜑𝑖)

𝑛
𝑘=1
𝑘≠1

.

                          (3.45) 
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(3.47) 

Із (3.41) і (3.42) видно, що в другому наближенні наявний уже вплив 

всіх членів збурюючої сили −(∑ 𝜀𝜆𝑘 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘
𝑛
𝑘=1

)𝑇 

Систему диференціальних рівнянь (3.42), як і систему (3.36), за допомогою 

заміни змінних (3.37) можна звести до системи лінійних диференціальних рівнянь 

з постійними коефіцієнтами. Аналогічно попередньому випадку, умова існування 

дійсних коренів характеристичного рівняння цієї системи визначає зону 

нестійкості тривіального розв’язку вихідного рівняння. Аналітично зона 

нестійкості з точністю до величин другого порядку мализни визначається 

нерівностями 

𝑊𝑖 > 2 −
ℎ𝑖

2
+

3ℎ𝑖
2

32
+ ∑

ℎ𝑘
2

4(𝑊𝑘
2−𝑊𝑖

2)
,𝑛

𝑘=1
𝑘≠1

⬚

𝑊𝑖 < 2 −
ℎ𝑖

2
+

3ℎ𝑖
2

32
+ ∑

ℎ𝑘
2

4(𝑊𝑘
2−𝑊𝑖

2)
,𝑛

𝑘=1
𝑘≠1

                           (3.46) 

де 

𝑊𝑖 =
𝑣𝑖

𝜔
   (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛). 

 

Далі розглянемо і інші резонанси, які наявні в другому наближенні. Нехай 

виконується співвідношення 

𝜔2 = (
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
)

2

+ 𝜀∆,                                             (3.48) 

 

вважаючи при цьому, що 𝑗 ≠ 𝑘. Враховуючи (3.44), рівняння (3.14) перепишемо у 

вигляді 

𝑑2𝑇𝑘

𝑑𝑡2 + (
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
)

2

𝑇 = −𝜀(∑ 𝜆𝑘𝑠𝑖𝑛𝜓𝑘 + ∆𝑛
𝑘=1 )𝑇.                       (3.49) 

 

Асимптотичне наближення для розв’язку диференціального рівняння (3.45) 

знаходимо таким же чином як і у випадку резонансу 𝜔 ≈
𝑣𝑖

2
, замінивши при  

цьому 
𝑣𝑖

2
 на 

𝑣𝑗 +𝑣𝑘

2
. 

Здійснюючи відповідні розрахунки, отримуємо вираз другого для розв’язку 

диференціального рівняння (3.45) 
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(3.52) 

(3.54) 

𝑇𝐼𝐼 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 (
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
𝑡 + 𝑄) +

⬚

+ ∑ (
𝑎ℎ𝑖𝜔2

2𝑣𝑖 (𝑣𝑘+𝑣𝑖+𝑣𝑗)
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑖 − 𝜓) +

𝑎ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖 (𝑣𝑖−(𝑣𝑗−𝑣𝑘))
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑖 − 𝜓)) ,𝑛

𝑖=1

    (3.50) 

 

де 𝜓 =
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
𝑡 + 𝑄, 𝜓𝑖 = 𝑣𝑖𝑡 + 𝜑𝑖, а величини а і Q визначаються із системи 

диференціальних рівнянь другого наближення 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

𝑎ℎ𝑗ℎ𝑘𝜔4

2𝑣𝑗𝑣𝑘(𝑣𝑗+𝑣𝑘)
𝑠𝑖𝑛(2𝑄 − 𝜑𝑗 − 𝜑𝑘 ),

⬚

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝜔 −

𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
−

𝜔−
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2

𝑣𝑗+𝑣𝑘
+

⬚

+ ∑
ℎ𝑖

2 𝜔4

2(𝑣𝑗+𝑣𝑘)(𝑣𝑖
2 −(𝑣𝑗+𝑣𝑘)

2
)

+
ℎ𝑗ℎ𝑘

2𝑣𝑗𝑣𝑘(𝑣𝑗+𝑣𝑘)
cos(2𝑄 − 𝜑𝑗 − 𝜑𝑘 ).𝑛

𝑖=1

      (3.51) 

 

Система рівнянь (3.47) заміною змінних 

𝑢 = 𝑎 sin (𝑄 −
𝜑𝑗 + 𝜑𝑘

2
) ,

⬚

𝑣 = 𝑎 cos (𝑄 −
𝜑𝑗 + 𝜑𝑘

2
)

 

 

зводиться до системи лінійних диференціальних рівнянь з постійними 

коефіцієнтами. Умови існування дійсних коренів характеристичного рівняння 

отриманої системи визначають зону нестійкості тривіального розв’язку вихідного 

рівняння. З точністю до величин другого порядку мализни ці умови можна записати 

у вигляді 

𝑊𝑗 + 𝑊𝑘 > 2 −
ℎ𝑗ℎ𝑘

2𝑊𝑗 𝑊𝑘
+ ∑

ℎ𝑖
2

4(𝑊𝑖
2−(𝑊𝑗 +𝑊𝑘)

2
)

,𝑛
𝑖=1

⬚

𝑊𝑗 + 𝑊𝑘 < 2 +
ℎ𝑗ℎ𝑘

2𝑊𝑗 𝑊𝑘
+ ∑

ℎ𝑖
2

4(𝑊𝑖
2−(𝑊𝑗 +𝑊𝑘)

2
)

,𝑛
𝑖=1

              (3.53) 

де  

𝑊𝑖 =
𝑣𝑖

𝜔
   (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛). 

 

Аналогічно попередньому можна розглянути і резонанси 
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𝜔 ≈ 𝑣𝑗 ,   (𝑗 = 1, 2, … , 𝑛),                                      (3.55) 

 

𝜔 ≈
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
,                                                  (3.56) 

 

де j і k приймають такі значення від 1 до п, для яких 
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
> 0. 

У випадку виконання умови (3.49) (тобто для резонансу 𝜔 ≈ 𝑣𝑗  друге 

наближення для розв’язку має вигляд 

𝑇𝐼𝐼 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑣𝑗𝑡 + 𝑄) +

⬚

+ ∑ (
𝑎ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖(𝑣𝑖 +2𝑣𝑗)
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑖 − 𝜓) +

𝑎ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖 (𝑣𝑖 −2𝑣𝑗)
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑖 − 𝜓)) ,𝑛

𝑖=1

    (3.57) 

 

де величини а і Q визначаються із рівнянь другого наближення 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

𝑎ℎ𝑗𝜔4

8𝑣𝑗
3 𝑠𝑖𝑛(2𝑄 − 2𝜑𝑗),

⬚
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= (𝜔 − 𝑣𝑗) −

𝜔−𝑣𝑗

2𝑣𝑗
+

⬚

+ ∑
ℎ𝑘

2 𝜔4

4𝑣𝑗
⬚(𝑣𝑘

2 +𝑣𝑗
2)

+
ℎ𝑘

2 𝜔4

8𝑣𝑗
cos(2𝑄 − 2𝜑𝑗) .𝑛

𝑘=1

                    (3.58)  

 

Якщо ж виконується умова (3.55), то 

𝑇𝐼𝐼 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 (
𝑣𝑗+𝑣𝑘

2
𝑡 + 𝑄) +

⬚

+ ∑ (
𝑎ℎ𝑖 𝜔2

2𝑣𝑖(𝑣𝑖−(𝑣𝑗−𝑣𝑘))
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑖 − 𝜓) +

𝑎 ℎ𝑖𝜔2

2𝑣𝑖(𝑣𝑖−(𝑣𝑗−𝑣𝑘))
𝑠𝑖𝑛(𝜓𝑖 − 𝜓)) ,𝑛

𝑖=1

                (3.59) 

де а і Q визначається з рівнянь другого наближення 

𝑑𝑎

𝑑𝑡
=

𝑎ℎ𝑘ℎ𝑖𝜔4

2𝑣𝑘𝑣𝑗(𝑣𝑗−𝑣𝑘)
𝑠𝑖𝑛(2𝑄 − (𝜑𝑗 − 𝜑𝑘 )) ,

⬚

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝜔 −

𝑣𝑗−𝑣𝑘

2
−

(𝜔 −
𝑣𝑗−𝑣𝑘

2
)

2

𝑣𝑗−𝑣𝑘
+

⬚

+ ∑
ℎ𝑖

2 𝜔4

2(𝑣𝑗−𝑣𝑘)(𝑣𝑖
2 −(𝑣𝑗−𝑣𝑘)

2
)

+
ℎ𝑗ℎ𝑘

2𝑣𝑗𝑣𝑘(𝑣𝑗−𝑣𝑘)
cos (2𝑄 − (𝜑𝑗 − 𝜑𝑘 )).𝑛

𝑖=1

      (3.60) 

 

Системи рівнянь (3.52) і (3.54) замінами 
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(3.61) 

𝑢 = 𝑎 sin(𝑄 − 𝜑𝑖), ⬚ 𝑢 = 𝑎 sin (𝑄 −
𝜑𝑗 + 𝜑𝑘

2
) ,

⬚ ⬚ ⬚

𝑣 = 𝑎 cos(𝑄 − 𝜑𝑖), ⬚ 𝑣 = 𝑎 cos (𝑄 −
𝜑𝑗 + 𝜑𝑘

2
)

 

 

відповідно зводяться до системи лінійних рівнянь з постійними 

коефіцієнтами. Умови існування дійсних коренів характеристичних рівнянь  

цих систем визначають зони нестійкості тривіального розв’язку вихідного 

рівняння. З точністю до величин другого порядку мализни зони нестійкості 

визначаються нерівностями 

𝑊𝑗 > 1 −
ℎ𝑗

2

8
+ ∑

ℎ𝑘
2

4(𝑊𝑘
2 −4𝑊𝑗

2 )
,𝑛

𝑘=1

⬚

𝑊𝑗 < 1 +
ℎ𝑗

2

8
+ ∑

ℎ𝑘
2

4(𝑊𝑘
2 −4𝑊𝑗

2 )
,𝑛

𝑘=1     (𝑗 = 1, 2, … , 𝑛),

             (3.62) 

𝑊𝑗 − 𝑊𝑘 > 2 −
ℎ𝑗ℎ𝑘

2𝑊𝑗 𝑊𝑘
+ ∑

ℎ𝑖
2

4(𝑊𝑖
2−(𝑊𝑗 −𝑊𝑘)

2
)

,𝑛
𝑖=1

⬚

𝑊𝑗 − 𝑊𝑘 < 2 −
ℎ𝑗ℎ𝑘

2𝑊𝑗 𝑊𝑘
+ ∑

ℎ𝑖
2

4(𝑊𝑖
2−(𝑊𝑗 −𝑊𝑘)

2
)

,𝑛
𝑖=1

              (3.63) 

 

при чому в (3.56) j і k приймають ті із значень від 1 до n, для яких 𝑊𝑗 − 𝑊𝑘 > 0. 

Нерівність (3.55) визначає зону нестійкості у випадку резонансу 𝜔 ≈ 𝑣𝑖 , а (3.56) - у 

випадку резонансу 𝜔 ≈
𝑣𝑗−𝑣𝑘

2
. 
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Висновки до третього розділу 

 

Для випадку, коли частота власних коливань відмінна від частоти зміни 

натягу вдалось отримати систему диференціальних рівнянь, яка описує ізохронний 

коливний процес. Проаналізовано вплив різних значень швидкості руху гнучкого 

елемента (збільшення швидкості поздовжнього руху від 10 м/с до 20 м/с при 

S=150H зменшує частоту коливань на 52%), зміни сталої складової сили його 

натягу, зміни частоти змушуючої сили та вплив гармонійної складової сили натягу 

на коливний процес. 

Розроблена методика дозволяє проаналізувати резонансні явища як для 

першого так і для другого наближень: побудовано резонансні криві за різних 

швидкостей поздовжнього руху гнучкого елемента приводу (за швидкості 

поздовжнього руху 15 м/с величина резонансної амплітуди коливань є більшою на 

19% ніж за швидкості 1 м/с); досліджено вплив розбалансування частот власних і 

вимушених коливань на стійкість коливного процесу (при зростанні частоти 

змушуючої сили від 188 с-1 до 189 с-1 коливний процес є стійким, а при зменшенні 

її значення від 188 с-1 до 187 с-1 - нестійким); знайдено умови стійкості (нестійкості) 

стану рівноваги як для першого так і другого наближень. 

Шляхом використання методу WBKJ, для лінійних аналогів систем отримано 

залежність для знаходження спектра власних частот коливань гнучких елементів за 

змінної швидкості їх поздовжнього руху. Розглянуто режими розгону і 

гальмування. Для періоду розгону зрив коливань відбувається за менший проміжок 

часу у випадку більш стрімкої зміни швидкості поздовжнього руху, зокрема за 

кубічного закону зміни швидкості зрив коливань проходить швидше на 28% ніж за 

квадратичного (V0 = 15 м/с); для періоду ж гальмування - на 20% (V0 = 15 м/с). 
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РОЗДІЛ 4. ВПЛИВ ЗМІННОЇ СИЛИ НАТЯГУ ГНУЧКОГО РОБОЧОГО 

ЕЛЕМЕНТА МЕХАНІЧНОГО ПРИВОДА НА АМПЛІТУДНО-ЧАСТОТНІ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ЙОГО КОЛИВАНЬ 

 

4.1. Автономний випадок 

 

Математичною моделлю поперечних коливань гнучкого робочого 

елемента механічного привода, за умови малої нелінійності (як за рахунок  

відновлюючої сили так і сил опору), є диференціальне рівняння 

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
+ 2𝑉

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (

𝑆(𝑡)

𝑝
− 𝑉2)

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2
= 𝜀𝑓 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
),         (4.1) 

 

де 𝑓 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) аналітична функція, яка характеризує відхилення пружних 

властивостей гнучкого елемента від лінійного закону, дисипативні сили і сили 

іншої природи, ε - малий параметр, який вказує на малу величину вказаних сил. 

Для дослідження динамічних процесів у приводі з гнучким робочим 

елементом за умови, що його натяг не є сталою величиною, розглядатимемо два 

різних випадки крайових умов. 

Нехай крайові умови для диференціального рівняння (4.1) приймають  

вигляд (2.22), що еквівалентно відсутності поперечних переміщень в точках дотику 

гнучкого елемента до шківів. 

Цікавим є випадок, коли сила натягу гнучкого елемента привода змінюється 

відповідно до гармонічного закону  

𝑆(𝑡) = 𝑆0 + ∑(𝑆𝑄𝑐𝑜𝑠𝑣𝑡 + 𝑆𝑄
̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛𝑣𝑡),

∞

𝑄=1

 

 

що становить значний теоретичний і практичний інтерес; Q - частота зміни натягу 

гнучкого елемента. З урахуванням вказаного, диференціальне рівняння (4.1) 

набуває вигляду 

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (

𝑆0

𝑝
− 𝑉2)

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2 =

⬚

= ∑ (
𝑆𝑄

𝑝
𝑐𝑜𝑠𝑣𝑡 +

𝑆𝑄

𝑝

̅
𝑠𝑖𝑛𝑣𝑡)∞

𝑄=1
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 + 𝜀𝑓 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
)

                        (4.3) 

(4.2) 
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Відповідно до методу Бубнова-Гальоркіна, заміною (2.23) диференціальне 

рівняння (4.2) вдалось звести до вигляду 

𝑑2𝑇𝑘

𝑑𝑡2
+ (

𝑆0

𝑝
− 𝑉2) (

𝑘𝜋

𝑙
)

2

𝑇𝑘 = ∑ (
𝑆𝑄

𝑝
𝑐𝑜𝑠𝑣𝑡 +

𝑆𝑄

𝑝

̅̅̅̅
𝑠𝑖𝑛𝑣𝑡) (

𝑘𝜋

𝑙
)

2∞

𝑄=1

𝑇𝑘 + 𝜀𝑓̅ (𝑇𝑘 ,
𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
), 

де 𝑓̅ (𝑇𝑘 ,
𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
) =

2

𝑙
∫ 𝑓 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) 𝑋𝑘 (𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
. 

 

4.2. Неавтономний випадок 

 

Далі дослідимо параметричні коливання гнучкого робочого елемента 

механічного привода у випадку, коли на нього діє зовнішня періодична сила.  

В такому разі диференціальне рівняння поперечних коливань гнучкого робочого 

елемента приводу (4.1) матиме вигляд 

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (

𝑆(𝑡)

𝑝
− 𝑉2)

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2 = 𝜀𝑓 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
, 𝑄),         (4.5) 

 

де Q=μt - період змушувальної сили, μ - її частота. До диференціального  

рівняння (4.5) долучімо однорідні крайові умови (2.22). 

Беручи до уваги закон зміни сили натягу гнучкого елемента приводу вигляду, 

що становить значний теоретичний і практичний інтерес, диференціальне  

рівняння (4.5) набуває вигляду 

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2 + 2𝑉
𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥𝑑𝑡
− (

𝑆0

𝑝
− 𝑉2)

𝑑2𝑡(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2 =

⬚

=
𝑆1

𝑝

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 𝑐𝑜𝑠𝑣𝑡 + 𝜀𝑓 (𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
) .

                        (4.6) 

 

Слід зазначити, що диференціальне рівняння вигляду (4.6) описує також 

і поздовжні коливання гнучкого елемента привода (щоправда, окремі 

величини набувають іншого змісту). 

Таким чином, подальші дослідження проведено для знаходження впливу 

параметрів V, S0, S1, нелінійних та зовнішніх періодичних сил на коливання 

гнучкого робочого елемента механічного приводи. 

Методика дослідження коливного процесу побудована на знаходження 

асимптотичного розв’язку крайової задачі (4.6), (2.22). Для її розв’язання, як і для 

(4.4) 
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автономного випадку, використаємо метод Бубнова-Г альоркіна. Відповідно до 

нього функцію и(х,t) представляємо у вигляді (2.23). Це дозволяє після деяких 

перетворень із (4.6) отримати звичайні диференціальні рівняння для знаходження 

невідомих функцій Тк(t)  

𝑑2𝑇𝑘

𝑑𝑡2
+ (

𝑆0

𝑝
− 𝑉2) (

𝑘𝜋

𝑙
)

2

𝑇𝑘 =
𝑆1

𝑝
(

𝑘𝜋

𝑙
)

2

𝑇𝑘 𝑐𝑜𝑠𝑣𝑡 + 𝜀𝑓̅ (𝑇𝑘 ,
𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
), 

 

де 𝑓̅ (𝑇𝑘 ,
𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
, 𝑄) =

2

𝑙
∫ 𝑓 (𝑢,

𝑑𝑢

𝑑𝑥
,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
, 𝑄) 𝑋𝑘 (𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
. 

Розглядаючи випадок близький до головного резонансу, а саме, коли 

виконується рівність (4.5), отримуємо диференціальне рівняння коливань гнучкого 

робочого елемента привода у вигляді 

𝑑2 𝑇

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑇 = 𝜔2𝑎𝑇 + 𝑦𝑇𝑐𝑜𝑠𝑣𝑡 + 𝜀𝑓̅ (𝑇𝑘 ,

𝑑𝑇𝑘

𝑑𝑡
, 𝑄).              (4.9) 

 

4.3. Вплив синусоїдальної зовнішньої сили на параметричні коливання. 

 

Якщо змушувальна сила змінюється відповідно до синусоїдального закону, 

то диференціальне рівняння набирає вигляду 

𝑑2 𝑇

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑇 = 𝜔2𝑎𝑇 + 𝑦𝑇𝑐𝑜𝑠𝑣𝑡 − 𝛽

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+ 𝛿𝑇3 + 𝐻𝑠𝑖𝑛𝑄,                   (4.10) 

 

розв’язок якого шукатимемо у вигляді 

𝑇 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑠 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 + (𝜔2 − 𝜇2)−1𝐻𝑠𝑖𝑛𝜇𝑡.                     (4.11) 
 

Використовуючи співвідношення (4.7), де 𝑓(𝑡) відповідає значенню правої 

частини рівняння (4.6) при Т вигляду (4.8) і  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑟𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 + 𝑠𝜔𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝐻𝜇(𝜔2 − 𝜇2)−1 , 

 

після нескладних перетворень отримуємо систему алгебраїчних рівнянь 

(𝜔2𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2 + 𝑦) 𝑟 − 𝜔𝛽𝑠 = 0,

⬚

(𝜔2𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2 − 𝑦) 𝑠 + 𝜔𝛽𝑟 + (𝜔2 − 𝜇2)−1 = 0,

 

 

розв’язок якої {𝑟, 𝑠} визначається залежностями 

(4.7) 

(4.8) 

(4.12) 

(4.13) 
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[(𝜔2𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2)

2
− 𝑦2 + 𝜔2𝛽2]𝑟 = −(𝜔2 − 𝜇2)−1𝜔𝛽𝐻,

⬚

[(𝜔2 𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2)

2

− 𝑦2 + 𝜔2 𝛽2]𝑠 = −(𝜔2 − 𝜇2)−1 (𝜔2𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2 − 𝑦)𝐻.

 (4.14) 

Підносячи до квадрату (4.8), а потім додаючи, отримуємо амплітудне 

співвідношення 

[(𝜔2 𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2)

2

− 𝑦2 + 𝜔2𝛽2]
2

𝑎2 =

⬚

= 𝐻2(𝜔2 − 𝜇2 )−2 (𝜔2 𝛽2 (𝜔2𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2 − 𝑦)) .

                      (4.15) 

 

Розв’язок (4.9) відносно а при 𝑎 ≠ 0 матиме вигляд 

𝜔2𝑎 = −
3

4
𝛿𝑎2 − 𝑘𝑦2 ±

⬚

±√𝑦2 − 𝜔2𝛽2 + 𝑎−1𝐻(𝜔2 − 𝜇2)−1√𝜔2𝛽2 + (𝜔2𝑎 +
3

4
𝛿𝑎2 + 𝑘𝑦2 − 𝑦)

2

.

     (4.16) 

 

На рисунку 4.1 представлені резонансні значення амплітуди коливань 

гнучкого елемента привода для випадку, коли змушувальна сила змінюється 

відповідно до синусоїдального закону. 

 

 

Рис. 4.1 - Резонансні криві для випадку синусоїдального закону зміни сили 

натягу гнучкого елемента 
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На рисунок 4.1 видно графічну залежность, що вплив синусоїдальної 

зовнішньої сили на поперечні коливання гнучкого елемента привода практично 

такий же як і при змушувальній силі вигляду 𝐻1𝑐𝑜𝑠𝜇𝑡 + 𝐻2𝑠𝑖𝑛𝜇𝑡. 

Характеризуючи представлену графічну залежность (рис.4.1) можна 

стверджувати: із зростанням швидкості руху гнучкого робочого елемента 

механічного привода ширина резонансної зони збільшується; величина коефіцієнта 

нелінійної складової відновлювальній сили впливає на кут нахилу резонансних 

кривих до осі а; коефіцієнт параметричного збурення у впливає на ширину 

резонансної зони подібним чином як і швидкість поздовжнього руху гнучкого 

елемента: із збільшенням коефіцієнта у - її ширина зростає. 

 

4.4. Експериментальне дослідження амплітудно-частотної 

характеристики гнучкого елемента механічного привода у випадку 

періодичного імпульсного збурення 

 

Для підтвердження достовірності теоретичних досліджень нелінійних 

коливань гнучких елементів приводів у випадку дії імпульсного збурення 

проведено низку експериментальних досліджень, використавши при цьому привід 

для руху люльок вистійної шафи. Установка (вистійна шафа) призначена для 

попередньої вистійки тіста перед його випіканням в печі. Загальний вигляд 

приводу експериментальної установки показаний на рисунку 4.2 

Рисунок 4.2 - Привід для руху люльок вистійної шафи 
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Метою експериментальних досліджень є визначення впливу швидкості 

поздовжнього руху гнучкого елемента привода і періодичних імпульсних сил на 

АЧХ його поперечних коливань. 

Імпульсне збурення може мати різну природу, зокрема воно може бути 

зумовлене нерівністю шківів. Для реалізації експериментальних досліджень на 

одному із шківів (ведучому) були наварені чотири поперечки шириною, рівній 

ширині паса, довжиною 2 мм, висотою 3 мм - 4 мм. Це забезпечило наявність в 

коливній системі збурення імпульсного виду, яке діє у певні моменти часу. 

Дослідження проводились для різних швидкостей поздовжнього руху гнучкого 

елемента, що забезпечувалось різними розмірами шківів. 

Схема приводу експериментальної установки для дослідження АЧХ 

коливань гнучкого елемента наведена на рисунку 4.3, а вихідні дані пасу і шківів 

подані в таблиці 4.1. та в  таблиці. 4.2. 

 

 

Рисунок 4.3 - Схема приводу експериментальної установки 

 

Установка складається із двигуна, який приводить в дію вал ведучого шківа 

1. Рух від ведучого 1 до веденого 2 шківа забезпечується гнучким елементом 3, а 

саме гумотканинним кордшнуровим клиновим пасом типу «В». 
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Таблиця 4.1 Вихідні дані пасу 
 

Гумотканинний кордшнуровий клиновий пас типу «В» 

довжина погонна маса ширина більшої основи висота 

l, м р, кг / м W, м h, м 

1,65 0,25 0,017 0,011 

 

Таблиця 4.2 Вихідні дані шківів 
 

 ведучого, D1 веденого, D2 

Діаметри шківів, м 
0,1 0,25 

0,15 0,25 

 0,2 0,25 

 

Підчас руху коливної системи пас здійснює поперечні коливання. 

Вимірювання його коливань (частоти, амплітуди) здійснювались за допомогою 

стробоскопічного методу. Він полягає у тому, що рухоме тіло (гнучкий елемент) 

освітлюють через рівні проміжки часу світловим спалахом. Якщо тіло в процесі 

його руху фіксувати, то буде видно послідовні положення тіла через рівні проміжки 

часу. Фіксувались моменти часу, коли відхилення його поперечного перерізу були 

максимальні за різних швидкостей поздовжнього руху. Заміри проводились між 

ведучим 1 і веденим 2 шківами, відповідно до схеми представленої на рисунку 4.3. 

Частота світлових спалахів встановлювалась таким чином, щоб вона співпадала з 

частотою коливань гнучкого елемента. Таким чином на табло лічильника спалахів 

стробоскопа виводилось значення, яке відповідає частоті коливань паса. 

Відхилення ж паса фіксувались за допомогою камери, зображення з якої 

відображалось на моніторі з проградуйованою шкалою. 

Теоретичні дані і значення вимірюваних величин (амплітуди і частоти) 

гумотканинного кордшнурового клинового паса за різних швидкостей його 

поздовжнього руху наведені в таблиці 4.3. та в  таблиці 4.4. 
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Таблиця 4.3 Експериментальні та теоретичні результати вимірювань і розрахунків 

частоти коливань гумотканинного кордшнурового клинового паса типу «В» 
 

Частота коливань, Гц 

V=5 м/с V=8 м/с V=10 м/с 

теорет. 

значення 

експерим. 

значення 

теорет. 

значення 

експерим. 

значення 

теорет. 

значення 

експерим. 

значення 

122,4 

120,8 

116,7 

119,8 

111,3 

110 

121 125,2 108,7 

126,4 120,8 122,4 

131,5 115 117 

132,3 113,4 120,2 

126,7 125 114 

124,3 127,6 120,4 

121,9 124,4 110,2 

127,2 115 114 

125,4 126,6 118,5 
 

Середньоквадратичні значення частоти і амплітуди коливань паса наведені 

в таблиці 4.4. 

 

Таблиця 4.4 Середньоквадратичні значення частоти і амплітуди поперечних 

коливань гумотканинного кордшнурового клинового паса типу «В» 
 

V=5 м/с V=8 м/с V=10 м/с 

ω, с-1 a, мм ω, с-1 а, мм ω, с-1 а, мм 

125,75±6,55 22,41±2,91 121,28±7,88 23,9±3 115,54±6,86 27,64±3,66 

8% 11,36% 9,34% 12,08% 9.97% 11,8% 
 

Таблиця теоретичних і експериментальних даних амплітуди та частоти 

власних коливань гумотканинного кордшнурового клинового паса типу «В» 

показує, що максимальні відхилення частоти і амплітуди поперечних коливань паса 

не перевищують відповідно 9,97% і 12,08%. Це свідчить про достовірність 

методики дослідження впливу швидкості поздовжнього руху гнучких елементів 

приводів та періодичного імпульсного збурення на АЧХ коливань та коректність 

проведених експериментальних досліджень. 
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Висновки до четвертого розділу 

 

У четвертому розділі розроблено методику дослідження коливних процесів 

гнучких елементів приводів у випадку змінної величини сили їх натягу. Вона дає 

можливість: 

- побудувати резонансні криві (залежності амплітуди коливань гнучкого 

елемента від величини розбалансування частот власних і вимушених коливань) для 

різного виду апроксимації нелінійних сил; дослідити вплив нелінійного 

демпфування та зміни початкового натягу на коливний процес (за гармонічного 

закону зміни натягу гнучкого елемента збільшення початкового натягу призводить 

до зменшення резонансної амплітуди, ширина ж резонансної області залежить від 

параметрів y і β — із збільшенням коефіцієнта параметричного збурення у ширина 

резонансної області зростає, а у разі збільшення коефіцієнта демпфування (β - 

зменшується); 

- використовуючи рівняння у варіаціях та основну ідею теореми Флоке, 

побудувати стійкі (нестійкі) зони як для тривіального так і нетривіального 

розв’язків; проаналізувати поведінку стійкого нетривіального розв’язку при зміні 

величини розбалансування частот; 

- дослідити вплив на коливний процес різного вигляду зовнішньої 

періодичної сили; 

- дослідити вплив збурень крайових умов; побудувати відповідні графічні 

залежності амплітуди коливань гнучкого елемента від величини розбалансування 

частот за різних значень амплітуди гармонійного збурення. 

- Таким чином, отримані у розділі результати дозволяють оцінити вплив 

кінематичних, фізико-механічних параметрів, а також нелінійних сил на динаміку 

процесу у приводах з гнучким робочим елементом. 

- Розроблена методика без особливих труднощів може бути використана для 

аналізу механічних систем, математичними моделями яких є розглянута у розділі 

крайова задача, а також може бути перенесена і на випадок іншого вигляду 

однорідних і квазіоднорідних крайових умов. 
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РОЗДІЛ 5 ТЕХНІКО-ЕКОНОМІЧНІ ОБГРУНТУВАННЯ 

 

5.1. Розрахунок експлуатаційних витрат 

 

Техніко-економічні показники роботи машинно-тракторного агрегату в 

приводах з гнучким робочим елементом визначається за методами, що викладені у 

постановах та методичних рекомендаціях з техніко-економічних розрахунків і 

формування бізнес-плану [34, 35, 36]. 

Експлуатаційні витрати на одиницю виконаної агрегатом роботи S0, 

складається з суми окремих елементів 

 

S0 = ΣSa + ΣSp.м + Sm.e + Sз,                              (5.1) 

 

де ΣSa – сума амортизаційних відрахувань на всі елементи агрегата: 

трактор – серійна машина, грн/га; 

трактор – модернізована машина, грн/га. 

ΣSp.м – сума витрат на поточний ремонт і технічне обслуговування по всіх 

елементах агрегата, грн/га; 

Sm.e – вартість паливо-мастильних матеріалів, грн/га; 

Sз – відрахування на зарплату працюючим, грн/га. 

Амортизаційні відрахування по агрегатах S01 і S02, на реновацію і капітальний 

ремонт (вартість агрегату визначена як сума) 

 

ΣSa = Sa.m + Sам*z,                                   (5.2)  

 

де Sa.m, Sам – амортизаційне відрахування на трактор і машину; 

z – кількість кукурудзяних сівалок в агрегаті, z = 1. 

Амортизаційні відрахування на трактор і машину визначаємо окремо для 

кожного виду машин із співвідношення. 

Для трактора: 

 

( )
WТ

Бaa
S

Т

am

+
=

,                                              (5.3) 

 

де Б – балансова вартість трактора, Б = 45620 грн; 
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a , a   - норми річних амортизаційних відрахувань на реновацію і капітальний 

ремонт, a= 14,2%, a   = 5,0%; 

Тт – кількість годин роботи трактора, Тт – 7 год; 

W – норма виробітку за годину змінного часу, га. 

W = 15/7 = 2,14 га.  

Підставивши значення у формулу (5.3) отримаємо 

 

( )
70,2

14.2*1500

4562005,014,0
=

+
=amS

грн/га. 

 

Визначаємо амортизаційні відрахування для серійної і модернізованої 

машини: 

Б1 – вартість серійної машини, Б1 = 16840 грн; 

Б2 - вартість модернізованої машини, Б2 = 14534,22 грн. 

 

a= 12,5%, a   = 7,0%, Тт = 84 год. 

 

Підставивши значення у формулу (5.3) отримуємо 

 

( )
27,18

14.2*84

1684007,0125.0
1 =

+
=amS

грн/га; 

 

( )
77,15

14.2*84

22,1453407,0125.0
2 =

+
=amS

грн/га. 

 

ΣSa = Sa.m + Sам*z. 

 

Підставивши значення у формулу (5.2) отримуємо: 

 

ΣSa1 = 2,70+18,27 = 20,97 грн.; 

 

ΣSa2 = 2,70+15,77= 18,47 грн. 

 

Визначаємо витрати на поточний ремонт і технічне обслуговування машин і 

агрегатів, що складаються з суми витрат. 

 

ΣSp.m = Sp.m..m + Sрм*z,                                       (5.4) 
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де Sp.m..m , Sрм – витрати на поточний ремонт і технічне обслуговування трактора і 

ремонт машини, грн/га. 

 

годТ

m
mmp

WТ

БQ
S =..

,                                                   (5.5) 

 

де Б – балансова вартість трактора, Б = 45620 грн; 

Qт – норма річних відрахувань на поточний ремонт, Qт = 22%. 

Підставивши значення у формулу (5,5) отримуємо: 
 

13,3
14.2*1500

45620*22.0
.. ==mmpS

 грн/га.; 

 

24,11
14.2*84

16840*12.0
1. ==MpS

 грн/га.; 

 

70,9
14.2*84

22,14534*12.0
2. ==MpS

 грн/га. 
 

Підставивши значення у формулу (5.4) отримуємо: 

 

ΣSp.m1 = 3,13+11,24 = 14,37 грн/га; 

 

ΣSp.m2 = 3,13+9,70 = 12,83 грн/га. 
 

Витрати на паливо-мастильні матеріали розраховуємо за формулою. 
 

Sте = е*g, 

 

де е – комплексна ціна одного кг палива, е = 60,0 грн; 

g – норма витрат основного палива на одиницю роботи, кг/га. 
 

Sте = 60,0*2,98 = 168,00 грн. 

 

Питомі витрати на заробітну плату працюючим визначаємо згідно існуючих 

положень про оплату праці працівників сільськогосподарського виробництва. В 

основу розрахунку прийнято робочі, тарифні розряди і тарифні ставки.  

Питомі витрати на заробітну плату розраховуємо за формулою 

год

з
W

mf
S

**
=

 ,                                                   (5.6) 
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де f – годинна тарифна ставка тракториста з урахуванням всіх видів доплат, 

надбавок і начислень, f = 5.39 грн; 

m – кількість працюючих, m = 1. 

δ – коефіцієнт, що враховує начислення на заробітну плату, δ = 1,094. 

Підставивши значення у формулу (5.6) отримуємо 

 

76,2
14.2

094.1*1*39,5
==зS

 грн/га. 
 

Визначаємо загальні витрати на роботу серійною і модернізованою 

машинами: 

 

S01 = 20,97+3,13+2,90+2,76 = 29,76 грн/га; 

 

S02 = 18,47+3,13+2,90+2,76 = 27,26 грн/га. 

 

Визначаємо питомі капітальні затрати, скориставшись формулою. 
 

Q

Б
К у =

,                                           (5.7) 

 

де Q – площа на одну машину, Q = 147 га. 

Підставивши значення у формулу (5.7) отримуємо: 

 

56,114
147

16840
1 ==уК

грн/га.; 
 

87,98
147

22,14534
2 ==уК

грн/га. 

 

Визначаємо приведені витрати в розрахунку на один гектар, скориставшись 

формулою 

Пз = S0 + Ен*Ку,                                              (5.8) 

 

де Ен – нормативний коефіцієнт капіталовкладень в сільськогосподарську техніку, 

Ен = 0,20...0,25. 

Підставивши значення у формулу (5.8) отримуємо: 

Пз1 = 29,76+0,20*114,56 = 52,67 грн; 

Пз2 = 27,26+0,20*98,87 = 47,03 грн. 
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5.2. Визначення річної  економії 

Визначаємо річну економію за рахунок приведених витрат скориставшись 

формулою 

Эг = (Пз1 – Пз2)Q, грн.                                    (5.9) 

 

Підставивши значення у формулу (5.9) отримуємо 

 

Эг = (52,67-47,03)*147 = 829,08 грн. 

 

На основі спостережень, що проводилися під час роботи серійної і 

модернізованої машиною встановлено, що під час роботи серійної машини, що має 

привод з гнучким робочим елементом часто виходить з ладу розподільник РР-75-3 

гідросистеми трактора, а також гідромотор ГМШ-32Л ексгаустера. Нами 

визначено, що розподільник виходить з ладу через кожних 40...50 гектарів посіву, 

а гідромотор виходить з ладу через 50..60 гектарів посіву. 

Визначаємо річну економічну ефективність від використання модернізованої 

машини, скориставшись формулою. 

 

Ээф = Э2 + (Срmр + Сгmг),                           (5.10) 

 

де Ср – вартість розподільника, Ср = 387,56 грн; 

mр  - кількість замінених розподільників, mр  = 3 шт; 

Сг – вартість гідромотора, Сг = 664,18 грн; 

mг - кількість замінених гідромоторів, mг = 3 шт. 

Підставивши значення у формулу (5.10) отримуємо 

 

Ээф = 829,08+(387,56*3+664,18*3) = 3984,30 грн. 

 

5.3. Розрахунок строку окупності 

 

Визначаємо строк окупності модернізованої машини, скориставшись 

формулою . 

 

 

 

Отже, строк окупності модернізованої машини становить чотири сезони. 
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Техніко-економічні показники модернізованої машини характеризується 

цілою системою показників, що представлені в таблиці 5.1. 

Таблиця 5.1 - Техніко-економічні показники модернізованої машини  

Показники економічної ефективності 
Варіант сівалки 

Базової Модернізованої 

Капіталовкладення, грн.. 16840,00 14534,22 

Металоємність, кг 1100 1065 

Годинна продуктивність, га 2,7 2,7 

Експлуатаційні витрати на 1 га, грн. 29,76 27,26 

Приведені витрати на 1 га, грн. 52,67 47,03 

Питомі капітальні витрати, грн./га. 114,56 98,87 

Річний економічний ефект, грн. - 3984,30 

Строк окупності, років - 3,6 

 

Висновки до п’ятого розділу 

За результатами визначених техніко-економічних показників можна зробити 

слідуючи висновки: 

1. Капіталовкладення на виготовлення модернізованої машини, що 

обладнана приводом з гнучким робочим елементом значно менші 

капіталовкладень, які мають бути витрачені на виготовлення серійної машини. 

2. Експлуатаційні витрати, приведені витрати і прямі капітальні витрати 

модернізованої машини менші аналогічних витрат серійної машини. 

3. Річний економічний ефект становить більше 4000 гривень, а строк 

окупності запропонованої модернізації в межах трьох робочих сезонів. 
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ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ І ПРОПОЗИЦІЇ 

 

1. Огляд основних публікацій, який стосується коливних процесів рухомих 

систем показав, що такі системи вивчені недостатньо. Розв’язування задач про 

коливання вказаних систем, навіть у квазілінійній постановці, пов’язане зі 

значними математичними труднощами інтегрування нелінійних диференціальних 

рівнянь з частинними похідними. Через відсутність загальних підходів до 

дослідження динамічних процесів систем, які характеризуються постійною 

складовою швидкості руху, ці процеси розглянуто лише для окремих випадків. 

Проте, наявність у цих дослідженнях надмірних штучних обмежень значною мірою 

звужує область їх застосування про що засвідчують результати багатьох вчених-

дослідників. 

2. Тому розроблення аналітичних методів дослідження комплексного впливу 

а) періодичного імпульсного збурення; б) змінної величини сили натягу гнучких 

елементів приводів; в) швидкості поздовжнього руху; г) різного роду збурень в 

точках дотику гнучкого елемента до шківів на коливні процеси гнучких елементів 

приводів і їх стійкість є актуальною задачею. Результати таких досліджень 

матимуть важливе як теоретичне, так і прикладне значення під час запровадження 

їх у виробництво. 

3. Розроблена методика дослідження коливних процесів гнучких елементів 

приводів дає можливість дослідити вплив імпульсних сил, які змінюються за 

певним законом на АЧХ коливань гнучких елементів приводів, в тому числі 

проаналізувати резонансні явища у випадку їх періодичної зміни, а також 

проаналізувати вплив швидкості поздовжнього руху, сили натягу гнучкого 

елемента привода у випадку дії імпульсних сил на динаміку технологічного 

процесу роботи механізмів. 

4. На основі викладеної методики дослідження коливних процесів гнучких 

елементів приводів за умови відсутності сил опору можна описати динамічні 

процеси доволі широкого класу рухомих одновимірних систем. Отримані 

результати, зокрема, дозволяють дослідити вплив змінної величини сили натягу 

гнучкого елемента приводу на коливний процес. 
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5. Коли частота власних коливань відмінна від частоти зміни натягу вдалось 

отримати систему диференціальних рівнянь, яка описує ізохронний коливний 

процес. Проаналізовано вплив різних значень швидкості руху гнучкого елемента 

(збільшення швидкості поздовжнього руху від 10 м/с до 20 м/с при S=150Н 

зменшує частоту коливань на 52%), зміни сталої складової сили його натягу, зміни 

частоти змушуючої сили та вплив гармонійної складової сили натягу на коливний 

процес. 

6. Шляхом використання методу WBKJ для лінійних аналогів систем 

отримано залежність для знаходження спектра власних частот коливань 

гнучких елементів за змінної швидкості їх поздовжнього руху. Розглянуто 

режими розгону і гальмування. Для періоду розгону зрив коливань 

відбувається за менший проміжок часу у випадку більш стрімкої зміни 

швидкості поздовжнього руху, зокрема за кубічного закону зміни швидкості 

зрив коливань проходить швидше на 28% ніж за квадратичного (V0 - 15м/с); 

для періоду ж гальмування - на 20% (V0 =15 м/с). 

7. Методика дослідження коливних процесів гнучких елементів 

приводів у випадку змінної величини сили їх натягу дає можливість 

побудувати резонансні криві (залежності амплітуди коливань гнучкого 

елемента від величини розбалансування частот власних і вимушених 

коливань) для різного виду апроксимації нелінійних сил; дослідити вплив 

нелінійного демпфування та зміни початкового натягу на коливний процес 

(за гармонічного закону зміни натягу гнучкого елемента збільшення 

початкового натягу призводить до зменшення резонансної амплітуди, 

ширина ж резонансної області залежить від параметрів у і β — із 

збільшенням коефіцієнта параметричного збурення у ширина резонансної 

області зростає, а у разі збільшення коефіцієнта демпфування (β - зменшується). 
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Рисунок 1 - Привід для руху 
люльок вистійної шафи 

Рисунок 2 - Схема приводу 
експериментальної установки 
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Для підтвердження достовірності теоретичних досліджень нелінійних коливань гнучких елементів 
приводів у випадку дії імпульсного збурення проведено низку експериментальних досліджень, 
використавши при цьому привід для руху люльок вистійної шафи. 
Установка (вистійна шафа) призначена для попередньої вистійки тіста 
перед його випіканням в печі. Загальний вигляд приводу 
експериментальної установки показаний на рисунку 1 

Метою експериментальних досліджень є визначення впливу 
швидкості поздовжнього руху гнучкого елемента привода і 
періодичних імпульсних сил на АЧХ його поперечних коливань. 

Імпульсне збурення може мати різну природу, зокрема воно 
може бути зумовлене нерівністю шківів. Для реалізації 
експериментальних досліджень на одному із шківів (ведучому) були 
наварені чотири поперечки шириною, рівній ширині паса, довжиною 
2 мм, висотою 3 мм - 4 мм. Це забезпечило наявність в коливній 
системі збурення імпульсного виду, яке діє у певні моменти часу. 
Дослідження проводились для різних швидкостей поздовжнього руху 
гнучкого елемента, що забезпечувалось різними розмірами шківів. 

Схема приводу експериментальної установки для дослідження 
АЧХ коливань гнучкого елемента наведена на рисунку 2,  

Установка складається із двигуна, який приводить в дію вал 
ведучого шківа 1. Рух від ведучого 1 до веденого 2 шківа 
забезпечується гнучким елементом 3, а саме гумотканинним 
кордшнуровим клиновим пасом типу «В». 

Підчас руху коливної системи пас здійснює поперечні 
коливання. Вимірювання його коливань (частоти, амплітуди) 
здійснювались за допомогою стробоскопічного методу. Він 
полягає у тому, що рухоме тіло (гнучкий елемент) освітлюють 
через рівні проміжки часу світловим спалахом. Якщо тіло в 
процесі його руху фіксувати, то буде видно послідовні 
положення тіла через рівні проміжки часу. Фіксувались моменти 
часу, коли відхилення його поперечного перерізу були 
максимальні за різних швидкостей поздовжнього руху. Заміри 
проводились між ведучим 1 і веденим 2 шківами, відповідно до 
схеми представленої на рисунку 4.3. Частота світлових спалахів 
встановлювалась таким чином, щоб вона співпадала з частотою 
коливань гнучкого елемента. Таким чином на табло лічильника 
спалахів стробоскопа виводилось значення, яке відповідає 
частоті коливань паса. Відхилення ж паса фіксувались за 

допомогою камери, зображення з якої відображалось на моніторі 
з проградуйованою шкалою. 

Під час руху коливної системи пас здійснює поперечні 
коливання. Вимірювання його коливань (частоти, амплітуди) 
здійснювались за допомогою стробоскопічного методу. Він полягає у тому, що рухоме тіло (гнучкий 
елемент) освітлюють через рівні проміжки часу світловим спалахом. Якщо тіло в процесі його руху 
фіксувати, то буде видно послідовні положення тіла через рівні проміжки часу. Фіксувались моменти 
часу, коли відхилення його поперечного перерізу були максимальні за різних швидкостей поздовжнього 
руху. Заміри проводились між ведучим 1 і веденим 2 шківами, відповідно до схеми представленої на 
рисунку 4.3. Частота світлових спалахів встановлювалась таким чином, щоб вона співпадала з частотою 
коливань гнучкого елемента. Таким чином на табло лічильника спалахів стробоскопа виводилось 
значення, яке відповідає частоті коливань паса. Відхилення ж паса фіксувались за допомогою камери, 
зображення з якої відображалось на моніторі з проградуйованою шкалою. 
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