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Методичні рекомендації до практичних занять для здобувачів першого 

(бакалаврського) рівня вищої освіти за спеціальністю G3 Електроенергетика, 

електротехніка та електромеханіка / І.В. СЕМЕНИШИНА, Н.А. МАРЧУК. 

Кам’янець-Подільський: ЗВО «ПДУ», 202. - 120с.  

У методичних рекомендаціях наведено по 30  варіантів завдань для 

контрольних робіт, зразки їх розв’язання та основні формули по темах 

«Визначники. Системи лінійних рівнянь. Метод Крамера. Матричний метод. 
Метод Гаусса», «Елементи векторної алгебри», «Аналітична геометрія на 

площині», «Криві 2-го порядку. Аналітична геометрія в просторі», «Границя 

функції однієї змінної», «Похідна функції однієї змінної», «Застосування 

похідної». 

Методичні рекомендації можуть бути використані здобувачами освіти 

як денної так і заочної  форм навчання при підготовці та проведенні 

контрольних робіт з вищої математики.  
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Вступ 

Математика це одна з найдавніших наук, яка формувалася 

під впливом видатних мислителів, таких як Декарт, Паскаль, 

Ферма, Ньютон, Лейбніц, Ейлер, Лобачевський, Колмогоров та 

інші. Сьогодні вона активно проникає в усі сфери людської 

діяльності, точно відображаючи універсальні закони 

навколишнього світу. 

Методичні рекомендації розроблені колективом авторів 

кафедри інформаційних технологій, фізико-математичних та 

безпекових дисциплін Закладу вищої освіти «Подільський 

державний університет» на основі багаторічного досвіду 

викладання навчальної дисципліни «Вища математика» та 

орієнтований для здобувачів першого (бакалаврського) рівня 

вищої освіти спеціальності G3 Електроенергетика, 

електротехніка та електромеханіка.  

Мета даних рекомендацій є забезпечити ґрунтовне 

засвоєння практичного курсу з навчальної дисципліни «Вища 

математика», сприяти формуванню навичок у застосуванні 

методів вищої математики, допомогти здобувачам вищої освіти 

при самостійному розв’язанні задач.  

Відомо, що новий навчальний матеріал засвоюється 

здобувачами вищої освіти значно легше, якщо він 

супроводжується достатньо великою кількістю прикладів, які 
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його ілюструють. У методичних рекомендаціях наведено по 30 

варіантів завдань для контрольних робіт, зразки їх розв’язання та 

основні формули по темах «Визначники. Системи лінійних 

рівнянь. Метод Крамера. Матричний метод. Метод Гаусса», 

«Елементи векторної алгебри», «Аналітична геометрія на 

площині», «Криві 2-го порядку. Аналітична геометрія в 

просторі», «Границя функції однієї змінної», «Похідна функції 

однієї змінної», «Застосування похідної». 

Розв’язання значної кількості типових задач з кожного 

розділу сприяє глибокому засвоєнню теоретичного матеріалу. 

Автори приділили особливу увагу детальному поясненню 

основних математичних понять і методів, розв’язуванню задач, 

що забезпечує системне формування математичних 

компетентностей. 

Оволодіння представленим матеріалом дає змогу 

майбутньому фахівцеві не лише здобути необхідні базові 

навички, а й, осмислюючи їх у контексті професійної діяльності, 

сформувати індивідуальний підхід до вирішення прикладних 

завдань. 
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Тема 1. Визначники. Системи лінійних рівнянь. Метод 

Крамера. Матричний метод. Метод Гаусса. 

 

Основні формули 

 

1) ∆= |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| = 𝑎11 ∙ 𝑎22 − 𝑎21 ∙ 𝑎12 визначник 2-го 

порядку; 

2) ∆= |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

|=𝑎11 ∙ 𝑎22 ∙ 𝑎33 + 𝑎12 ∙ 𝑎23 ∙ 𝑎31 + 

+𝑎13 ∙ 𝑎21 ∙ 𝑎32 − 𝑎13 ∙ 𝑎22 ∙ 𝑎31 − 𝑎12 ∙ 𝑎21 ∙ 𝑎33 − 𝑎11 ∙ 𝑎23 ∙ 𝑎32    

визначник 3-го порядку; 

3) {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 = 𝑏2
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 = 𝑏3

 

𝑎)  ∆= |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| ≠ 0,     ∆1= |
𝑏1 𝑎12 𝑎13
𝑏2 𝑎22 𝑎23
𝑏3 𝑎32 𝑎33

|, 

∆2= |
𝑎11 𝑏1 𝑎13
𝑎21 𝑏2 𝑎23
𝑎31 𝑏3 𝑎33

| ,   ∆3= |
𝑎11 𝑎12 𝑏1
𝑎21 𝑎22 𝑏2
𝑎31 𝑎32 𝑏3

| ,  

𝑥1 =
∆1

∆
,    𝑥2 =

∆2

∆
,    𝑥3 =

∆3

∆
   формули Крамера для системи трьох 

лінійних рівнянь з трьома невідомими; 

б)  𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

) ,   𝐵 = (
𝑏1
𝑏2
𝑏3

),  𝑋 = (

𝑥1
𝑥2
𝑥3
), 
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𝑋 = 𝐴−1 ∙ 𝐵   матричне рівняння системи (3),  

де 𝐴−1 =
1

∆𝐴
∙ (
𝐴11 𝐴21 𝐴31
𝐴12 𝐴22 𝐴32
𝐴13 𝐴23 𝐴33

)   обернена матриця; 

          𝐴11 = |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

| ,         𝐴12 = − |
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

|,  

           𝐴13 = |
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

|,        𝐴21 = −|
𝑎12 𝑎13
𝑎32 𝑎33

|, 

𝐴22 = |
𝑎11 𝑎13
𝑎31 𝑎33

| ,         𝐴23 = − |
𝑎11 𝑎12
𝑎31 𝑎32

|, 

𝐴31 = |
𝑎12 𝑎13
𝑎22 𝑎23

| , 𝐴32 = − |
𝑎11 𝑎13
𝑎21 𝑎23

|, 

                 𝐴33 = |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

|   алгебраїчні доповнення. 

 

Задачі для розв’язання 

Задача 1. Розв’язати систему лінійних рівнянь: 

1) методом Крамера; 

2) матричним методом; 

3) методом Гаусса. 

1.1.  














.1233

,42

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

               1.2.   















.12

,432

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

1.3.  















.222

,62

,0322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

               1.4.   















.23

,332

,1223

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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1.5.  















.22

,3232

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

             1.6.  















.52

,423

,1532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

1.7.  















.822

,332

,23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

                 1.8.  















.453

,43

,232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

1.9.  















.832

,33

,1234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

           1.10  















.53

,622

,125

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

1.11.  















.432

,32

,1233

321

321

321

xxx

xxx

xxx

        1.12.  















.1234

,82

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

1.13.  















.243

,532

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

         1.14.  















.143

,22

,332

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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1.15.  















.432

,532

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

         1.16.  















.532

,72

,13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

1.17.  















.0232

,12

,423

321

321

321

ххх

ххх

ххх

         1.18.  















.62

,032

,132

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

1.19.  















.435

,52

,3223

321

321

321

ххх

ххх

ххх

         1.20.  















.04

,72

,15

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

1.21.  















.332

,72

,0332

321

321

321

ххх

ххх

ххх

        1.22.  















.422

,42

,323

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

1.23.  















.72

,032

,12

321

321

321

ххх

ххх

ххх

           1.24.  















.0623

,42

,332

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

1.25.  















.352

,133

,042

321

321

321

ххх

ххх

ххх

          1.26.  















.032

,32

,32

321

321

321

ххх

ххх

ххх
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1.27.  















.133

,02

,152

321

321

321

ххх

ххх

ххх

          1.28.  















.3254

,032

,12

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

1.29.  















.1223

,332

,23

321

321

321

ххх

ххх

ххх

           1.30.  















.123

,432

,12

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

 

Зразок розв’язання задачі 1. 

Розв’язати систему рівнянь: 















.433

,12285

,222

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

Метод Крамера. Розв’язання: 

Обчислюємо головний визначник 

 𝛥 = |
1 −2 2
5 −8 2
3 1 3

|
1
5
3

−2
−8
1
= 1 ⋅ (−8) ⋅ 3 + (−2) ⋅ 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 5 ⋅

1 − 3 ⋅ (−8) ⋅ 2 − 

  .5030248101224253121   

Обчислюємо допоміжні визначники, замінивши 

відповідний стовпець головного визначника стовпцем вільних 

членів: 
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𝛥1 = |
2 −2 2
−12 −8 2
4 1 3

|
2
−12
4

−2
−8
1

= 2 ⋅ (−8) ⋅ 3 + (−2) ⋅ 2 ⋅ 4 + 2 ⋅ (−12) ⋅ 1 − 

−4 ⋅ (−8) ⋅ 2 − 1 ⋅ 2 ⋅ 2 − 3 ⋅ (−12) ⋅ (−2)

= −48 − 16 − 24 + 64 − 4 − 72 = −100; 

𝛥2 = |
1 2 2
5 −12 2
3 4 3

|
1
5
3

2
−12
4

= 1 ⋅ (−12) ⋅ 3 + 2 ⋅ 2 ⋅ 3 + 2 ⋅ 5 ⋅ 4 − 3 ⋅ (−12) ⋅ 2 

−4 ⋅ 2 ⋅ 1 − 3 ⋅ 5 ⋅ 2 = −36 + 12 + 40 + 72 − 8 − 30 = 50; 

𝛥3 = |
1 −2 2
5 −8 −12
3 1 4

|
1
5
3

−2
−8
1

= 1 ⋅ (−8) ⋅ 4 + (−2) ⋅ (−12) ⋅ 3 + 2 ⋅ 5 ⋅ 1 − 

−3 ⋅ (−8) ⋅ 2 − 1 ⋅ (−12) ⋅ 1 − 4 ⋅ 5 ⋅ (−2)

= −32 + 72 + 10 + 48 + 12 + 40 = 150. 

Підставляємо знайдені значення у формули Крамера і 

знаходимо розв’язок системи: 

.3
50

150
;1

50

50
;2

50

100 3
3

2
2

1
1 

















 ххх  

Відповідь: (-2; 1; 3). 

Матричний метод. Розв’язання:  

Маємо систему рівнянь: 














.433

,12285

,222

321

321

321

ххх

ххх

ххх
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Вводимо допоміжні позначення: 

























































4

12

2

,,

313

285

221

3

2

1

В

х

х

х

ХА , де А матриця 

коефіцієнтів при невідомих, В матриця-стовпець вільних 

членів, Х матриця-стовпець невідомих.  

Тоді дана система перетвориться на матричне рівняння  

АХ=В, розв’язок якого має вигляд Х=А-1В, де А-1 матриця, 

обернена до матриці А=

















333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 та обчислюється за 

формулою 




















332313

322212

312111

1 1

ААА

ААА

ААА

А
А ;  

А  головний визначник системи, причому 0А (тоді 

система має єдиний розв’язок); Аij алгебраїчні доповнення 

відповідних елементів матриці А, які одержують із головного 

визначника за допомогою викреслювання відповідного рядка і 

стовпця. 

Головний визначник системи було знайдено методом 

Крамера, він дорівнює .050 А  

Обчислимо алгебраїчні доповнення: 
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    ;96152335
33

25

;262242138
31

28

12

11








А

А

 

  ;292458315
13

85
13 


А

 

    ;8262132
31

22
21 


А  

;3632331
33

21
22 А  

     ;7612311
13

21
23 


А  

  ;121642822
28

22
31 




А  

    ;81022521
25

21
32 А  

    .21082581
85

21
33 




А  
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Записуємо обернену матрицю 

























2729

839

12826

50

11А , 

множимо обернену матрицю на матрицю В та одержуємо 

розв’язок системи: 









































 

4

12

2

2729

839

12826

50

11ВАХ
 

 
   
   


































































150

50

100

50

1

88458

323618

489652

50

1

42127229

4812329

412128226

50

1
 

.

3

1

2

















  Звідки х1 =-2, х2 = 1, х3  = 3 розв’язок системи.  

Відповідь: (-2; 1; 3). 

 

Метод Гаусса. Розвязання:  

Маємо систему рівнянь: 














.433

,12285

,222

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 



16 
 

Метод Гаусса полягає у зведенні системи до трикутного 

вигляду. Складемо розширену матрицю системи та зведемо її до 

трикутного вигляду (р- це рядок): 

(
1
5
3

−2
−8
1

2
2
3

2
−12
4

) ⇔ (
1
0
0

−2
2
7

2
−8
−3

2
−22
−2

)

⇔ (
1
0
0

−2
1
2

2
21
−8

2
64
−22

) ⇔ 

 
  ррр

ррр

3331

2251




   

 

рр

ррр

32

2332




         рр 322   















 
























3

64

2

1

21

2

0

1

2

0

0

21

150

64

2

50

21

2

0

1

2

0

0

1

.  

  рр 350:3   

(Під кожною матрицею записані дії, які виконуються над 

елементами її відповідних рядків). 

Маємо систему рівнянь, яка відповідає останній матриці: 















,3

,6421

,222

3

32

321

х

хх

ххх

 звідки 














.3

,2164

,222

3

32

321

х

хх

ххх

 

 

Підставляючи в друге рівняння системи х3 = 3, знаходимо  

.16364321642 х  Підставляючи в третє рівняння 

системи х2 = 1,  х3 = 3, знаходимо:   
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.2622321221 х   

Отже, х1 = -2, х2 = 1, х3 = 3 єдиний розв’язок системи. 

Відповідь: (- 2; 1; 3). 

 

Тема 2. Елементи векторної алгебри 

 

Основні формули 

1) 𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2 , 𝑧2) довільні точки простору, 

тоді 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = {𝑥2 − 𝑥1;  𝑦2 − 𝑦1;  𝑧2 − 𝑧1} вектор АВ; 

2) 𝑎 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘⃗    вектор 𝑎  в базисі 

𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃗  ;  

  |𝑎 | = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 модуль вектора 𝑎 , 

cos 𝛼 =
𝑥

|𝑎⃗ |
,  cos𝛽 =

𝑦

|𝑎⃗ |
,    cos 𝛾 =

𝑧

|𝑎⃗ |
 напрямні косинуси 

вектора 𝑎 ; 

3) 𝑎 ∙ 𝑏⃗ = |𝑎 | ∙ |𝑏⃗ | ∙ cos 𝜑  скалярний добуток векторів,  

𝜑 − кут між 𝑎  і 𝑏⃗ ;    звідки cos𝜑 =
𝑎⃗ ∙𝑏⃗ 

|𝑎⃗ |∙|𝑏⃗ |
;   

4)  пр𝑏⃗ 𝑎 =
𝑎⃗ ∙𝑏⃗ 

|𝑏⃗ |
  проекція вектора 𝑎  на вектор 𝑏⃗ ; 

5) |𝑎 × 𝑏⃗ | = |𝑎 | ∙ |𝑏⃗ | ∙ sin 𝜑  модуль векторного 

добутку векторів 𝑎  і 𝑏⃗ ; 

6) 𝑎 𝑏⃗ 𝑐 = (𝑎 × 𝑏⃗ ) ∙ 𝑐  мішаний добуток векторів 𝑎 , 𝑏⃗ , 𝑐  
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7) 𝑎 = {𝑥1, 𝑦1, 𝑧1},  𝑏⃗ = {𝑥2, 𝑦2, 𝑧2}, 𝑐 = {𝑥3, 𝑦3, 𝑧3}, 

тоді 

𝑎 ∙ 𝑏⃗ = 𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑦1 ∙ 𝑦2 + 𝑧1 ∙ 𝑧2, 

𝑎 × 𝑏⃗ = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2

| , 𝑎 𝑏⃗ 𝑐 =|

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2
𝑥3 𝑦3 𝑧3

| координатні 

форми скалярного, векторного і мішаного добутку, відповідно; 

8) 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|;   𝑉пір.𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐴𝐷.⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

Задача для розв’язання 

Задача 2. Дано координати вершин піраміди ABCD. Знайти: 

1) вектори 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ і 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ та їх модулі; 

2) кут між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ і 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

3) проекцію вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ на вектор 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

4) площу грані АВС; 

5) об’єм піраміди ABCD. 

 

2.1. А (2; -3; 1), В (6; 1; -1), С (7; 10; -14), D (2; -1; 2). 

2.2. А (5; -1; -4), В (9; 3; -6), С (7; 10; -14), D (5; 1; -3). 

2.3. A (1; -4; 0), B (5; 0; -2), C (3; 7; -10), D (1; -2; 1). 

2.4. A (-3; -6; 2), B (1; -2; 0), C (-1; 5; -8), D (-3; -4; 3). 

2.5. A (-1; 1; -5), B (3; 5; -7), C (1; 12; -15), D (-1; 3; -4). 

2.6. A (-4; 2; -1), B (0; 6; -3), C (-2; 13; -11), D (-4; 4; 0). 
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2.7. A (0; 4; 3), B (4; 8; 1), C (2; 15; -7), D (0; 6; 4). 

2.8. A (-2; 0; -2), B (2; 4; -4), C (0; 11; -12), D (-2; 2; -1). 

2.9.  A (3; 3; -3), B (7; 7; -5), C (5; 14; -13), D (3; 5; -2). 

2.10.  A (4; -2; 5), B (8; 2; 3), C (6; 9; -5), D (4; 0; 6). 

2.11.  А (-5; 0; 1), B (-4; -2; 3), C (6; 2; 11), D (3; 4; 9). 

2.12.  A (1; -4; 0), B (2; -6; 2), C (12; -2; 10), D (9; 0; 8). 

2.13.  A (-1; -2; -8), B (0; -4; -6), C (10; 0; 2), D (7; 2; 0). 

2.14.  A (0; 2; -10), B (1; 0; -8), C (11; 4; 0), D (8; 6; -2). 

2.15.  A (3; 1; -2), B (4; -1; 0), C (14; 3; 8), D (11; 5; 6). 

2.16.  A (-8; 3; -1), B (-7; 1; 1), C (3; 5; 9), D (0; 7; 7). 

2.17.  A (2; -1; -4), B (3; -3; -2), C (13; 1; 6), D (10; 3; 4). 

2.18.  A (-4; 5; -5), B (-3; 3; -3), C (7; 7; 5), D (4; 9; 3). 

2.19.  A (-2; -3; 2), B (-1; -5; 4), C (9; -1; 12), D (6; 1; 10). 

2.20.  A (-3; 4; -3), B (-2; 2; -1), C (8; 6; 7), D (5; 8; 5). 

2.21.  A (2; -3; 1), B (6; -11; 9), C (4; -4; -1), D (2; -1; 2). 

2.22.  A (2; -3; 1), B (10; 1; -7), C (4; -5; 2), D (2; -1; 2). 

2.23.  A (2; -3; 1), B (0; -2; 3), C (10; 1; 9), D (2; -1; 2). 

2.24.  A (2; -3; 1), B (4; 1; -3), C (3; -1; 3), D (2; -1; 2). 

2.25.  A (2; -3; 1), B (-2; 1; 3), C (4; -2; 3), D (2; -1; 2). 

2.26.  A (2; -3; 1), B (4; -1; 3), C (3; -4; 2), D (2; -1; 2). 

2.27.  A (2; -3; 1), B (5; 0; -2), C (0; -1; -1), D (2; -1; 2).  

2.28.  A (2; -3; 1),  B (3; -4; 2), C (-1; -6; 4), D (2; -1; 2). 

2.29.  A (2; -3; 1), B (6; -7; 5), C (3; -2; 2), D (2; -1; 2). 

2.30.  A (2; -3; 1), B (-3; 2; 6), C (0; -1; -1), D (2; -1; 2). 
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Зразок розв’язання задачі 2. 

 

Дано координати вершин піраміди А (2; 1; 0), B (3; -1; 2),  

C (13; 3; 10), D (0; 1; 4). Знайти: 

1. вектори 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ і 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ та їх модулі; 

2. кут між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ і 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

3. проекцію вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ на вектор 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

4. площу грані АВС; 

5. об’єм піраміди ABCD. 

Розв’язання: 1) Для відшукання координат вектора треба від  

координат його кінця відняти відповідні координати 

початку: 

         𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗    ;2;2;102;11;23   

          𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗    .10;2;11010;13;213   

 

A 

B 

C 

D 
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Знайдемо модулі цих векторів за формулою 

:222 zyxa 


 

;39441221 222 BA


 

.15225100412110211 222 CA


 

2) Кут між векторами  111 ;; zуха 


 та  222 ;; zyxb 


  

шукається за допомогою формули
ba

ba







cos ,  

де 212121 zzyyxxba 


 скалярний добуток векторів.  

В нашому прикладі:   

𝐴𝐵⃗ ⋅ 𝐴𝐶 = {1;−2; 2} ⋅ {11; 2; 10} = 1 ⋅ 11 + (−2) ⋅ 2 + 2 ⋅ 10

= 11 − 4 + 20 = 27. 

 Тоді .6,0
5

3

45

27

153

27
cos 









CABA

CABA




  

 =𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 0,6. 

3) Проекція вектора AB  на вектор 𝐴𝐶 шукається за 

формулою: 

пр
𝐴𝐶 
𝐴𝐵⃗ =

𝐴𝐵⃗ ⋅𝐴𝐶 

|𝐴𝐶 |
. 

Підставляючи знайдені вище значення в цю формулу, 

одержимо: 
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пр
𝐴𝐶 
𝐴𝐵⃗ =

27

15
=
9

5
. 

4) Площа трикутника АВС шукається за формулою: 

𝑆𝛥𝐴𝐵𝐶 =
1

2
|𝐴𝐵⃗ × 𝐴𝐶 |,  

де 𝐴𝐵⃗ × 𝐴𝐶 = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

1 −2 2
11 2 10

| = 𝑖 ⋅ |
−2 2
2 10

| − 𝑗 ⋅ |
1 2
11 10

| 

+𝑘⃗ ⋅ |
1 −2
11 2

| = 𝑖 ⋅ (−2 ⋅ 10 − 2 ⋅ 2) − 𝑗 ⋅ (1 ⋅ 10 − 11 ⋅ 2) + 

+𝑘⃗ ⋅ (1 ⋅ 2 − 11 ⋅ (−2))=𝑖 (−20 − 4) − 𝑗 (10 − 22) +

𝑘⃗ (2 + 22)=−24𝑖 + 12𝑗 + 24𝑘⃗ = {−24; 12; 24}. 

Знайдемо площу трикутника як половину модуля 

знайденого векторного добутку:   

𝑆𝛥𝐴𝐵𝐶 =
1

2
√(−24)2 + 122 + 242 =

1

2
⋅ 12 ⋅ √22 + 12 + 22 =

6√9 = 18.   

Об’єм піраміди ABCD дорівнює шостій частині мішаного 

добутку векторів 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ і 𝐴𝐷.⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗
 
 Знайдемо координати вектора 

 𝐴𝐷:⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  

  ADADAD zzyyxxDA ;;


{0 − 2; 1 − 1; 4 − 0} =

{−2; 0; 4}.  

Тоді об’єм піраміди: 

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 = ±
1

6
⋅ 𝐴𝐵⃗ ⋅ 𝐴𝐶 ⋅ 𝐴𝐷⃗⃗ = ±

1

6
|
1 −2 2
11 2 10
−2 0 4

|
1
11
−2

−2
2
0
= 
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±
1

6
(1 ⋅ 2 ⋅ 4 − 2 ⋅ 10 ⋅ (−2) + 2 ⋅ 11 ⋅ 0 − (−2) ⋅ 2 ⋅ 2 − 0 ⋅

10 ⋅ 1 − −4 ⋅ 11 ⋅ (−2)) = ±
1

6
(8 + 40 + 0 + 8 − 0 + 88) =

1

6
⋅

144 = 24.  

Відповідь: 1) 3;15; 2) 0,6; 3) 1,8; 4) 18 кв. од. 5) 24 куб. од. 

 

Контрольна робота 

Варіант 1 

1.Побудувати вектор с = 3𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 60° кут між векторами 

𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(1, -2, 3), В(0, -1, 2), С(3, -4, 5). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 𝑝 + 2𝑞 , 𝑏⃗ = 3𝑝 − 𝑞 , |𝑝 | = 1,  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

6
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

А (2; -3; 1), B (4; -1; 2), C (-2; 5; 2), D (-2; 1; 2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

 

 

 

 



24 
 

Варіант 2 

1.Побудувати вектор с = 3𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(0, -3, 6), В(-12, -3, -3), С(-9, -3, -6). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 3𝑝 + 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 2𝑞 ,    |𝑝 | = 4,  

|𝑞 | = 1, 𝜑 =
𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

А(5; -1; -4), В (9;3;-6),  С (7; 10; -14), D (5; 1; -3).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 3 

1.Побудувати вектор с = 2𝑎 −
1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(3, 3, -1), В(5, 5, -2), С(4, 1, 1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 𝑝 − 3𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 2𝑞 ,    |𝑝 | =
1

5
,  

|𝑞 | = 1, 𝜑 =
𝜋

2
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   
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4.Дано координати вершин піраміди: 

A (1; -4; 0), B (5; 0; -2), C (3; 7; -10), D (1; -2; 1).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 4 

1.Побудувати вектор с = 2𝑎 +
1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-1, 2, -3), В(3, 4, -6), С(1, 1, -1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 3𝑝 − 2𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 5𝑞 ,   |𝑝 | = 4,  

|𝑞 | =
1

2
, 𝜑 =

5𝜋

6
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A(-3; -6; 2), B (1; -2; 0), C (-1; 5; -8), D (-3; -4; 3).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 5 

1.Побудувати вектор с =
1

2
𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-4,-2, 0), В(-1, -2, 4), С(3, -2, 1). 
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3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 𝑝 − 2𝑞 , 𝑏⃗ = 2𝑝 + 𝑞 ,    |𝑝 | = 2,  

|𝑞 | = 3, 𝜑 =
3𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A(-1; 1; -5), B (3; 5; -7), C (1; 12; -15), D (-1; 3; -4).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 6 

1.Побудувати вектор с = −2𝑎 +
1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(5, 3, -1), В(5, 2, 0), С(6, 4, -1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 𝑝 + 3𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 2𝑞 ,    |𝑝 | = 2,  

|𝑞 | = 3, 𝜑 =
𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

        A (-4; 2; -1), B (0; 6; -3), C (-2; 13; -11), D (-4; 4; 0). 

        Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 
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Варіант 7 

1.Побудувати вектор с =
3

2
𝑎 −

1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-3, -7, -5), В(0, -1, -2), С(2, 3, 0). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 2𝑝 − 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 3𝑞 ,    |𝑝 | = 3,  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

2
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (0; 4; 3), B (4; 8; 1), C (2; 15; -7), D (0; 6; 4).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 8 

1.Побудувати вектор с = −
1

2
𝑎 +

3

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(2, -4, 6), В(0, -2, 4), С(6, -8, 10). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 4𝑝 + 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 𝑞 ,    |𝑝 | = 7,  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   
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4.Дано координати вершин піраміди: 

A(-2; 0; -2), B (2; 4; -4), C (0; 11; -12), D (-2; 2; -1).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 9 

1.Побудувати вектор с = −
1

2
𝑎 + 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 60° − кут між векторами 

𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(0, 1, -2), В(3, 1, 2), С(4, 1, 1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 𝑝 − 4𝑞 , 𝑏⃗ = 3𝑝 + 𝑞 ,    |𝑝 | = 1,  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

6
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: A (3; 3; -3),  

B (7; 7; -5), C (5; 14; -13), D (3; 5; -2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 10 

1.Побудувати вектор с = 2𝑎 −
1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(3, 3, -1), В(1, 5, -2), С(4, 1, 1). 
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3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 𝑝 + 4𝑞 , 𝑏⃗ = 2𝑝 − 𝑞 ,    |𝑝 | = 7,  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди:  

A (4; -2; 5), B (8; 2; 3), C (6; 9; -5), D (4; 0; 6).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 11 

1.Побудувати вектор с =
3

2
𝑎 + 4𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 1, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(2, 1, -1), В(6, -1, -4), С(4, 2, 1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 3𝑝 + 2𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 𝑞 ,   |𝑝 | = 10,  

|𝑞 | = 1, 𝜑 =
𝜋

2
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди:  

А (-5; 0; 1), B (-4; -2; 3), C (6; 2; 11), D (3; 4; 9).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 
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Варіант 12 

1.Побудувати вектор с = 4𝑎 +
3

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 1,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-1, -2, 1), В(-4, -2, 5), С(-8, -2, 2). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 4𝑝 − 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 2𝑞 ,    |𝑝 | = 5,  

|𝑞 | = 4, 𝜑 =
𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (1; -4; 0), B (2; -6; 2), C (12; -2; 10), D (9; 0; 8).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 13 

1.Побудувати вектор с =
3

2
𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(6, 2, -3), В(6, 3, -2), С(7, 3, -3). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 2𝑝 + 3𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 2𝑞 ,   |𝑝 | = 6,  

|𝑞 | = 7, 𝜑 =
𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   
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4.Дано координати вершин піраміди: 

A(-1; -2; -8), B (0; -4; -6), C (10; 0; 2), D (7; 2; 0).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 14 

1.Побудувати вектор с = −2𝑎 +
3

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(0, 0, 4), В(-3, -6, 1), С(-5, -10, -1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 3𝑝 − 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 2𝑞 ,    |𝑝 | = 3,  

|𝑞 | = 4, 𝜑 =
𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (0; 2; -10), B (1; 0; -8), C (11; 4; 0), D (8; 6; -2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 15 

1.Побудувати вектор с =
1

2
𝑎 − 3𝑏⃗  та обчислити його 

модуль,  

якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 60° − кут між векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(2, -8, -1), В(4, -6, 0), С(-2, -5, -1). 
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3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 2𝑝 + 3𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 2𝑞 ,   |𝑝 | = 2,  

|𝑞 | = 3, 𝜑 =
𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди:  

A (3; 1; -2), B (4; -1; 0), C (14; 3; 8), D (11; 5; 6).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 16 

1.Побудувати вектор с = −3𝑎 +
1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(3, -6, 9), В(0, -3, 6), С(9, -12, 15). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 2𝑝 − 3𝑞 , 𝑏⃗ = 3𝑝 + 𝑞 ,   |𝑝 | = 4,  

|𝑞 | = 1, 𝜑 =
𝜋

6
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (-8; 3; -1), B (-7; 1; 1), C (3; 5; 9), D (0; 7; 7).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 
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Варіант 17 

1.Побудувати вектор с = 3𝑎 −
1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(0, 2, -4), В(8, 2, 2), С(6, 2, 4). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 5𝑝 + 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 3𝑞⃗⃗⃗⃗ ,    |𝑝 | = 1,  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A(2; -1; -4), B (3; -3; -2), C (13; 1; 6), D (10; 3; 4).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 18 

1.Побудувати вектор с = −
1

2
𝑎 + 3𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(3, 3, -1), В(5, 1, -2), С(4, 1, 1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 7𝑝 − 2𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 3𝑞 ,   |𝑝 | =
1

2
,  
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|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

2
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A(-4; 5; -5), B (-3; 3; -3), C (7; 7; 5), D (4; 9; 3)  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 19 

1.Побудувати вектор с = −2𝑎 +
1

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-4, 3, 0), В(0, 1, 3), С(-2, 4, -2). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 6𝑝 − 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 𝑞 ,    |𝑝 | = 3,  

|𝑞 | = 4, 𝜑 =
𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A(-2; -3; 2),B (-1; -5; 4), C (9; -1; 12), D (6; 1; 10).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 20 

1.Побудувати вектор с =
1

2
𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль,  

якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 120° − кут між векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 
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А(1, -1, 0), В(-2, -1, 4), С(8, -1, -1). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 10𝑝 + 𝑞 , 𝑏⃗ = 3𝑝 − 2𝑞 , |𝑝 | = 4,  

|𝑞 | = 1, 𝜑 =
𝜋

6
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A(-3; 4; -3), B (-2; 2; -1), C (8; 6; 7), D (5; 8; 5).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 21 

1.Побудувати вектор с =
3

2
𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль,  

якщо |𝑎 | = 4,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 60° − кут між векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(7, 0, 2), В(7, 1, 3), С(8, -1, 2). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 6𝑝 − 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 2𝑞 , |𝑝 | = 8,  

|𝑞 | =
1

2
, 𝜑 =

𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (6; -11; 9), C (4; -4; -1), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 22 
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1.Побудувати вектор с = −2𝑎 +
3

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 4, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(2, 3, 2), В(-1, -3, -1), С(-3, -7, -3). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 3𝑝 + 4𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑞 − 𝑝 , |𝑝 | = 2,5;  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

2
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A(2; -3; 1), B (10; 1; -7), C (4; -5; 2), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані  АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 23 

1.Побудувати вектор с = 3𝑎 −
3

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, 

 якщо |𝑎 | = 1,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 60° − кут між векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(2, 2, 7), В(0, 0, 6), С(-2, 5, 7). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 7𝑝 + 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 3𝑞 ,    |𝑝 | = 3,  

|𝑞 | = 1, 𝜑 =
3𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 
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A(2; -3; 1), B (0; -2; 3), C (10; 1; 9), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

 

Варіант 24 

1.Побудувати вектор с = −
3

2
𝑎 + 3𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 1, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-1, 2, -3), В(0, 1, -2), С(-3, 4, -5). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 𝑝 + 3𝑞 , 𝑏⃗ = 3𝑝 − 𝑞 ,    |𝑝 | = 3,  

|𝑞 | = 5, 𝜑 =
2𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (4; 1; -3), C (3; -1; 3), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 25 

1.Побудувати вектор с = −2𝑎 + 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 1, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(0, 3, -6), В(9, 3, 6), С(12, 3, 3). 
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3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 3𝑝 + 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 3𝑞 ,    |𝑝 | = 7,  

|𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (-2; 1; 3), C (4; -2; 3), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

 

Варіант 26 

1.Побудувати вектор с = 2𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 1,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(3, 3, -1), В(5, 1, -2), С(4, 1, -3). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 5𝑝 − 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 𝑞 ,    |𝑝 | = 5,  

|𝑞 | = 3, 𝜑 =
5𝜋

6
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (4; -1; 3), C (3; -4; 2), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 
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Варіант 27 

1.Побудувати вектор с = −
5

2
𝑎 + 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 1,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 60° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-2, 1, 1), В(2, 3, -2), С(0, 0, 3). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 3𝑝 − 4𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 3𝑞 ,   |𝑝 | = 2,  

|𝑞 | = 3, 𝜑 =
𝜋

4
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (5; 0; -2), C (0; -1; -1), D (2; -1; 2).   

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 28 

1.Побудувати вектор с = 2𝑎 −
5

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль,  

якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 1, 𝜑 = 120° − кут між векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(1, 4, -1), В(-2, 4, -5), С(8, 4, 0). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 6𝑝 − 𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 + 5𝑞 ,    |𝑝 | =
1

2
,  
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|𝑞 | = 4, 𝜑 =
5𝜋

6
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (3; -4; 2), C (-1; -6; 4), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані АВС та об’єм піраміди ABCD. 

 

Варіант 29 

1.Побудувати вектор с = 2𝑎 −
3

2
𝑏⃗  та обчислити його 

модуль,  

якщо |𝑎 | = 3,   |𝑏⃗ | = 2, 𝜑 = 60° − кут між векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(0, 1, 0), В(0, 2, 1), С(1, 2, 0). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 2𝑝 + 3𝑞 , 𝑏⃗ = 𝑝 − 2𝑞⃗⃗⃗⃗ ,   |𝑝 | = 2,  

|𝑞 | = 1, 𝜑 =
𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (6; -7; 5), C (3; -2; 2), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані  АВС та об’єм піраміди ABCD. 

Варіант 30 

1.Побудувати вектор с = −
3

2
𝑎 + 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 
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2.Знайти косинус кута між векторами 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑖  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо 

А(-4, 0, 4), В(-1, 6, 7), С(1, 10, 9). 

3.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 2𝑝 − 3𝑞 , 𝑏⃗ = 5𝑝 + 𝑞 ,   |𝑝 | = 2,  

|𝑞 | = 3, 𝜑 =
𝜋

2
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

4.Дано координати вершин піраміди: 

A (2; -3; 1), B (-3; 2; 6), C (0; -1; -1), D (2; -1; 2).  

Знайти площу грані  АВС та об’єм піраміди ABCD. 

 

Зразок розв’язання 

1.Побудувати вектор с =
3

2
𝑎 − 2𝑏⃗  та обчислити його 

модуль, якщо |𝑎 | = 2,   |𝑏⃗ | = 3, 𝜑 = 120° − кут між 

векторами 𝑎  𝑖  𝑏⃗ . 

Розв’язання: 1-й спосіб. |с |2 = 𝑐 2 = (
3

2
𝑎 − 2𝑏⃗ )

2

= 

=
𝟗

𝟒
𝑎 2 − 2 ∙

3

2
∙ 2𝑎 𝑏⃗ + 4𝑏⃗ 2 =

𝟗

𝟒
𝑎 2 − 6𝑎 𝑏⃗ + 4𝑏⃗ 2 =

𝟗

𝟒
∙ |𝑎 |2 − 

−6 ∙ |𝑎 ||𝑏⃗ | cos𝜑 + 4 ∙ |𝑏⃗ |
2
=
9

4
∙ 22 − 6 ∙ 2 ∙ 3 ∙ cos 120° + 

+4 ∙ 32 = 9 − 36 ∙ (−
1

2
) + 36 = 9 + 18 + 36 = 63, 

звідки  |с | = √63 ≈ 7,94. 
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2.Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах 𝑎  𝑖 𝑏⃗ , якщо 𝑎 = 2𝑝 + 8𝑞 , 𝑏⃗ = 5𝑝 − 3𝑞 ,  

  |𝑝 | = 3, |𝑞 | = 2, 𝜑 =
𝜋

3
− кут між векторами 𝑝  і 𝑞.⃗⃗⃗   

Розв’язання: Знайдемо спочатку векторний добуток 

векторів  𝑎  𝑖  𝑏⃗ , а тоді -  його модуль. Одержимо: 

𝑎 × 𝑏⃗ = (2𝑝 + 8𝑞 ) × (5𝑝 − 3𝑞 ) = 2𝑝 × 5𝑝 − 2𝑝 × 3𝑞 + 

 +8𝑞 × 5𝑝 − 8𝑞 × 3𝑞 = 10𝑝 × 𝑝 − 6𝑝 × 𝑞 + 40𝑞 × 𝑝 −

24𝑞 × 𝑞 . Враховуючи властивості векторного добутку  

одержимо: 𝑝 × 𝑝 = 0, 𝑞 × 𝑞 = 0,   𝑝 × 𝑞 = − 𝑞 × 𝑝 .  

Тому 

𝑎 × 𝑏⃗ = 10 ∙ 0 + 6𝑞 × 𝑝 + 40𝑞 × 𝑝 + 24 ∙ 0 = 46𝑞 × 𝑝 . 

Тоді площа паралелограма: 𝑆пар. = |𝑎 × 𝑏⃗ | = 46 ∙ |𝑞 × 𝑝 | = 

= 46 ∙ |𝑞 | ∙ |𝑝 | ∙ sin 𝜑 = 46 ∙ 2 ∙ 3 ∙ sin
𝜋

3
= 

= 138 ∙ 2 ∙
√3

2
= 138√3(кв. од. ). 

 

Тема 3. Аналітична геометрія на площині 

 

Основні формули 

𝐴(𝑥1, 𝑦1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2), 𝐶(𝑥3, 𝑦3) −точки площини хОу 

1)  |𝐴𝐵| = √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 відстань між 

точками А і В або довжина відрізка АВ; 
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2) 𝑥3 =
𝑥1+𝜆𝑥2

1+𝜆
, 𝑦3 =

𝑦1+𝜆𝑦2

1+𝜆
 координати точки поділу 

відрізка АВ у відношенні 𝜆 =
𝐴𝐵

𝐵𝐶
;  

3) 𝑥3 =
𝑥1+𝑥2

2
, 𝑦3 =

𝑦1+𝑦2

2
 координати середини 

відрізка АВ; 

4) Площа трикутника: 𝑆∆𝐴𝐵𝐶 = ±
1

2
|
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1

|= 

= ±
1

2
[(𝑥2 − 𝑥1)(𝑦3 − 𝑦1) − (𝑥3 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1)]; 

5) Площа многокутника: 𝑆 = ±
1

2
[(𝑥1 − 𝑥2)(𝑦1 +

𝑦2) + (𝑥2 − 𝑥3)(𝑦2 + 𝑦3) + ⋯+ (𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑦𝑛 + 𝑦1)]; 

6) 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом 

𝑘 = 𝑡𝑔𝛼, де 𝛼 − кут між прямою та віссю ОХ; 

7) 𝑦 − 𝑦1 = 𝑘(𝑥 − 𝑥1) рівняння прямої, яка проходить 

через дану точку (𝑥1, 𝑦1) в даному напрямку 𝑘; 

8) 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 − загальне рівняння прямої 

( 𝐴2 + 𝐵2 ≠ 0) 

9) 
𝑦−𝑦1

𝑦2−𝑦1
=

𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥1
 рівняння прямої, яка проходить через 

дві дані точки (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2); 

10) 𝑘 =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
 кутовий коефіцієнт прямої; 

11) 
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1 рівняння прямої у відрізках на осях; 

12) 𝑑 =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
 відстань від точки (𝑥0, 𝑦0) до прямої 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0; 
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13) Якщо 𝜑 кут між прямими з кутовими коефіцієнтами  

𝑘1 і 𝑘2, то 𝑡𝑔 𝜑 = ±
𝑘2−𝑘1 

1+𝑘1  𝑘2
; 

14) 𝑘1 = 𝑘2 умова паралельності прямих; 

15) 𝑘2=−
1

𝑘1 
 умова перпендикулярності прямих. 

 

Задачі для розв’язання 

Задача 3. Дано координати вершин трикутника АВС. 

Знайти: 

1) периметр і площу трикутника АВС; 

2) рівняння сторін АВ і ВС та їх кутові коефіцієнти; 

3) значення кута В; 

4) рівняння медіани АЕ; 

5) рівняння висоти СD; 

6) довжину висоти CD. Зробити рисунок.  

3.1. А (-8; -3),          B (4; -12),          C (8; 10). 

3.2. A (-5; 7),           B (7; -2),            C (11; 20). 

3.3. A (-12; -1),        B (0; -10),           C (4; 12). 

3.4. A (-10; 9),          B (2; 0),              C (6; 22). 

3.5. A (0; 2),             B (12; -7),           C (16; 15). 

3.6. A (-9; 6),            B (3; -3),             C (7; 19). 

3.7. A (1; 0),             B (13; -9),           C (17; 13). 

3.8. A (-4; 10),          B (8; 1),              C (12; 23). 

3.9. A (2; 5),             B (14; -4),           C (18; 18). 
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3.10. A (-1; 4),          B (11; -5),           C (15; 17). 

3.11. A (-2; 7),          B (10; -2),           C (8; 12). 

3.12. A (-6; 8),          B (6; -1),             C (4; 13). 

3.13. A (3; 6),            B (15; -3),           C (13; 11). 

3.14. A (-10; 5),        B (2; -4),             C (0; 10). 

3.15. A (-4; 12),         B (8; 3),               C (6; 17). 

3.16. A (-3; 10),         B (9; 1),               C (7; 15). 

3.17. A (4; 1),             B (16; -8),             C (14; 6). 

3.18. A (-7; 4),            B (5; -5),               C (3; 9). 

3.19. A (0; 3),             B (12; -6),             C (10; 8). 

3.20. A (-5; 9),            B (7; 0),                C (5; 14). 

3.21. A (1; -1),            B (4; 3),                C (5; 1). 

3.22. A (0; -1),            B (3; 3),                C (4; 1). 

3.23. A (1; -2),            B (4; 2),                C (5; 0). 

3.24. A (2; -2),            B (5; 2),               C (6; 0). 

3.25. A (2; 2),             B (5; 6),               C (6; 4). 

3.26. A (-1; 1),            B (2; 5),               C (3; 3). 

3.27. A (4; -2),            B (7; 2),               C (8; 0). 

3.28. A (-2; 1),             B (1; 5),              C (2; 3). 

3.29. A (4; -3),             B (7; 1),              C (8; -1). 

3.30. A (-2; 2),             B (1; 6),              C (2; 4). 
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Зразок розв’язання задачі 3. 

Дано координати вершин трикутника А (4;3), В (16;-6), 

С(20;16) 

Знайти: 1) периметр і площу трикутника АВС; 

2) рівняння сторін АВ і ВС та їх кутові коефіцієнти; 

3) значення кута В; 

4) рівняння медіани АЕ; 

5) рівняння висоти CD; 

6) довжину висоти CD. 

Розв’язання: Побудуємо трикутник АВС в системі хОу: 

 

1.Знайдемо периметр трикутника АВС як суму довжин його  

сторін АВ, АС і ВС. За формулою (1) знайдемо довжини 

сторін 
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|𝐴𝐵| = √(16 − 4)2 + (−6 − 3)2 = √144 + 81 = 15; 

|𝐴𝐶| = √(20 − 4)2 + (16 − 3)2 = √256 + 169 = √425 ≈ 20,6; 

|𝐵𝐶| = √(20 − 16)2 + (16 + 6)2 = √16 + 484 = √500 ≈

22,4.  

Тоді периметр 𝑃∆𝐴𝐵𝐶 ≈ 15 + 20,6 + 22,4 = 58.  

Площу трикутника шукаємо за формулою (4): 

𝑆∆𝐴𝐵𝐶 = ±
1

2
|
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1

| = ±
1

2
|
16 − 4 −6 − 3
20 − 4 16 − 3

| = 

= ±
1

2
|
12 −9
16 13

| = ±
1

2
(12 ∙ 13 − 16 ∙ (−9)) =

1

2
(156 + 144) = 

= 300: 2 = 150 (кв. од. ). 

2.Складемо рівняння прямих АВ і ВС у вигляді рівняння 

прямої, 

 яка проходить через дві дані точки (х1; у1) та (х2; у2), тобто,  

рівняння 
𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥1
=

𝑦−𝑦1

𝑦2−𝑦1
.

 

Підставимо в це рівняння 

координати точок А і В х1 = 4,  х2 = 16,  у1 = 3,  у2 = - 6:  

  
𝑥−4

16−4
=

𝑦−3

−6−3
⇒

𝑥−4

12
=

𝑦−3

−9
⇒

𝑥−4

4
=

𝑦−3

−3
⇒ 

⇒ 4(𝑦 − 3) = −3(𝑥 − 4) ⇒ 4𝑦 − 12 = −3𝑥 + 12 ⇒ 4𝑦

= −3𝑥 + 24 ⇒ 

⇒ 𝑦 = −
3

4
𝑥 + 6 −рівняння прямої АВ; 𝑘𝐴𝐵 = −

3

4
.  

Підставляючи в те саме рівняння координати точок В і С   
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х1 = 16, х2 = 20, у1 = - 6, у2 = 16, одержимо: 
𝑥−16

20−16
=

𝑦−(−6)

16−(−6)
⇒

𝑥−16

4
=

𝑦+6

22
⇒ 4(𝑦 + 6) = 22(𝑥 − 16) ⇒ 

2(y + 6) = 11(x − 16) ⇒ 2y + 12 = 11x − 176 ⇒ 2y

= 11x − 188 ⇒ 

      ⇒ 𝑦 =
11

2
𝑥 −

188

2
⇒ 𝑦 =

11

2
𝑥 − 94 − 

рівняння прямої ВС;𝑘𝐵𝐶 =
11

2
. 

3.Значення кута В знайдемо із формули: 𝑡𝑔𝐵 = ±
𝑘2−𝑘1

1+𝑘1𝑘2
 ,  

     де 𝑘1 = 𝑘𝐴𝐵 = −
3

4
, 𝑘2 = 𝑘𝐵𝐶 =

11

2
.  

Підставляємо ці значення  у формулу 𝑡𝑔𝐵 = ±
11

2
−(−

3

4
)

1+(−
3

4
)⋅
11

2

=

±
11

2
+
3

4

1−
33

8

= ±
11⋅4+3⋅2

8−33
= 

     = ±
44+6

−25
±

50

−25
= 2, звідки 𝐵 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔2. 

4.АЕ медіана, проведена до сторони ВС, тому точка Е 

середина 

відрізка ВС, де В (16; -6), С (20; 16). Знайдемо координати 

точки Е 

за формулами 𝑥 =
𝑥1+𝑥2

2
, 𝑦 =

𝑦1+𝑦2

2
, де х1 = хВ = 16,  

х2 = хС =20 

тоді  𝑥𝐸 =
16+20

2
=

36

2
= 18;  у1 = уВ = - 6,  у2 = уС =16, тоді  
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𝑦Е =
−6+16

2
=

10

2
= 5. Отже, Е (18; 5) середина сторони ВС. 

Складаємо рівняння медіани АЕ, яка проходить через дві 

дані точки  

А (4; 3) та  Е (18; 5): 

АЕ:
𝑥−4

18−4
=

𝑦−3

5−3
⇒

𝑥−4

14
=

𝑦−3

2
⇒ 2(𝑥 − 4) = 14(𝑦 − 3) ⇒  

⇒ 𝑥 − 4 = 7(𝑦 − 3) ⇒ 𝑥 − 4 = 7𝑦 − 21 ⇒ 𝑥 − 4 −

7𝑦 + 21 = 0 ⇒ 𝑥 − 7𝑦 + 17 = 0 − рівняння медіани АЕ. 

5.CD висота, проведена до сторони AB, тому 𝐶𝐷 ⊥ 𝐴𝐵, тому  

𝑘𝐶𝐷 = −
1

𝑘𝐴𝐵
= −

1

−
3

4

=
4

3
. Знайдемо рівняння висоти CD у 

вигляді 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0),  де  х0 = хС = 20;   у0 = уС = 16,  

𝑘 = 𝑘𝐶𝐷 =
4

3
. 

Одержимо:  

𝐴𝐸: 𝑦 − 16 =
4

3
(𝑥 − 20) ⇒ 3(𝑦 − 16) = 4(𝑥 − 20) ⇒ 

⇒ 3𝑦 − 48 = 4𝑥 − 80 ⇒ 4𝑥 − 80 − 3𝑦 + 48 = 0 ⇒ 

4𝑥 − 3𝑦 − 32 = 0 рівняння висоти CD. 

6.Довжину висоти CD знайдемо як відстань від точки  

С (20; 16)  

до прямої  АВ , яка має рівняння  

𝑦 = −
3

4
𝑥 + 6 ⇒ 3х+ 4у− 24 = 0. 
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У формулу 𝑑 =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
 підставляємо  

А = 3, В = 4, С = - 24,  х0  = 20, у0 = 16: 

|𝐶𝐷| =
|3 ⋅ 20 + 4 ⋅ 16 − 24|

√32 + 42
=
60 + 64 − 24

√25
=
100

5
= 20. 

 

Відповідь: 1) 58; 150; 2) у = −
3

4
х + 6, у =

11

2
х − 94; 

3)𝐵 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔2; 4) х – 7у + 17 = 0; 5) 4х – 3у – 32 = 0; 6) 20. 

 

Тема 4. Криві 2-го порядку. Аналітична геометрія в 

просторі 

 

Основні формули 

 

 

           Коло (𝒙 − 𝒙𝟎)
𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝟎)

𝟐 = 𝑹𝟐           Еліпс   
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 
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             Гіпербола   
𝒙𝟐

𝒂𝟐
−

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏                          Парабола   𝒚𝟐 = 𝟐𝒑𝒙 

1.Основні параметри кола центр 𝐶(𝑥0; 𝑦0) та радіус R; 

2.Основні параметри еліпса: півосі a,b (𝑎 > 𝑏); 𝐹1(−𝑐; 0),

𝐹2(𝑐; 0) фокуси, де  𝑐 = √𝑎2 − 𝑏2;  𝜀 =
𝑐

𝑎
 ексцентриситет; 

3.Основні параметри гіперболи: півосі a,b; 𝐹1(−𝑐; 0),

𝐹2(𝑐; 0)  

4.фокуси, де  𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2;  𝜀 =
𝑐

𝑎
  ексцентриситет; 

5.Основні параметри параболи: 𝑝 (𝑝 > 0); 𝐹 (
𝑝

2
; 0) фокус;   

               𝑥 = −
𝑝

2
 рівняння директриси; 

𝑛⃗ = {𝐴, 𝐵, 𝐶} нормальний вектор 

площини; 

𝑠 = {𝑙, 𝑚, 𝑝} напрямний вектор 

прямої;  

𝜑 кут між прямою і площиною; 

6. 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0     
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загальне рівняння площини: 

(𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2 ≠ 0); 

7. 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0 рівняння площини, 

яка проходить через точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) перпендикулярно до 

вектора 𝑛⃗ = {𝐴, 𝐵, 𝐶}; 

8. |

𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1

| = 0 рівняння площини,  

яка проходить через три дані точки       

𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), 𝑀3(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3); 

9.
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
+

𝑧

𝑐
= 1 рівняння площини у відрізках, які відтинає 

площина на осях координат); 

10. Кут 𝜑 між площинами A1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0 та  

𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0 визначається із формули: 

cos 𝜑 =
𝐴1𝐴2+𝐵1𝐵2+𝐶1𝐶2

√𝐴1
2+𝐵1

2+𝐶1
2∙√𝐴2

2+𝐵2
2+𝐶2

2
; 

11.
𝐴1

𝐴2
=

𝐵1

𝐵2
=

𝐶1

𝐶2
 умова паралельності площин;  

12.  𝐴1𝐴2 + 𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2 = 0умова перпендикулярності 

площин; 

13. 𝑑 =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶𝑧0|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
 –відстань від точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  

до площини 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0; 

14.
𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥1
=

𝑦−𝑦1

𝑦2−𝑦1
=

𝑧−𝑧1

𝑧2−𝑧1
 рівняння прямої, яка проходить 

через дві точки 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) та 𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2); 
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15.
𝑥−𝑥1

𝑙
=

𝑦−𝑦1

𝑚
=

𝑧−𝑧1

𝑝
 канонічні рівняння прямої; 

16.  {
𝑥 = 𝑥1 + 𝑙𝑡
𝑦 = 𝑦1 +𝑚𝑡
𝑧 = 𝑧1 + 𝑝𝑡

 параметричні рівняння прямої; 

17. {
A1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0 
𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0

 рівняння прямої як лінії  

перетину двох площин; 

18. Кут 𝜑 між прямими з напрямними векторами  

𝑠 1 = {𝑙1, 𝑚1, 𝑝1} та 𝑠 2 = {𝑙2, 𝑚2, 𝑝2} визначається за  

допомогою формули:  

cos 𝜑 =
𝑙1𝑙2+𝑚1𝑚2+𝑝1𝑝2

√𝑙1
2+𝑚1

2+𝑝1
2∙√𝑙2

2+𝑚2
2+𝑝2

2
; 

19. 
𝑙1

𝑙2
=

𝑚1

𝑚2
=

𝑝1

𝑝2
 умова паралельності двох прямих; 

20. 𝑙1𝑙2 +𝑚1𝑚2 + 𝑝1𝑝2 = 0умова перпендикулярності двох 

прямих; 

21. Кут 𝜑 між прямою з напрямним вектором  

𝑠 = {𝑙, 𝑚, 𝑝} і площиною з нормальним вектором  

𝑛⃗ = {𝐴, 𝐵, 𝐶} визначається із формули  

sin 𝜑 =
𝐴𝑙+𝐵𝑚+𝐶𝑝

√𝐴2+𝐵2+𝐶2∙√𝑙2+𝑚2+𝑝2
; 

21. 𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑝 = 0 умова паралельності прямої та 

площини; 

22.
𝐴

𝑙
=

𝐵

𝑚
=

𝐶

𝑝
 умова перпендикулярності прямої та 

площини. 
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Контрольна робота 

Варіант 1 

1.Дано рівняння лінії у2 = 4х. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(1,0,-2), B(2,-1,3), C(0,-3,2). 

3.Знайти кут між площинами x - 3y + 5 = 0,   

 2x – y + 5z – 16 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−2

−1
=

у−3

−1
=

𝑧+1

4
,     x + 2y + 3z – 14 = 0. 

 

Варіант 2 

1.Дано рівняння лінії 4х2 + 9у2 = 36. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(-1,3,4), B(-1,5,0), C(2,6,1). 

3.Знайти кут між площинами x - 3y + z - 1 = 0,   

 x + z – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  
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х+1

3
=

у−3

−4
=

𝑧+1

5
,     x + 2y - 5z + 20 = 0. 

 

Варіант 3 

1.Дано рівняння лінії 4х2 - 9у2 = 36. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

 А(4,-2,0), B(1,-1,-5), C(-2,1,-3). 

3.Знайти кут між площинами 4x - 5y + 3z - 1 = 0,   

 x - 4у - z + 9 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

−1
=

у+5

4
=

𝑧−1

2
,     x - 3y + 7z – 24 = 0. 

 

Варіант 4 

1.Дано рівняння лінії х2=-6у. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А (-8,0,-7), B (-3,2,4), C (-1,4,5). 

3.Знайти кут між площинами 3x - y + 2z + 15 = 0,  

5x + 9у -3z –1 = 0. 



56 
 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

1
=

у

0
=

𝑧+3

2
,     2x - y + 4z = 0. 

 

Варіант 5 

1.Дано рівняння лінії 9х2 + 4у2 = 36. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(7,-5,1), B(5,-1,-3), C(3,0,-4). 

3.Знайти кут між площинами  - 2y -4z -17= 0, 

  9x +3у- 6z – 4 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−5

1
=

у−3

−1
=

𝑧−2

0
,    3x + y - 5z – 12 = 0. 

 

Варіант 6 

1.Дано рівняння лінії 4х2 – 25у2 = 100. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-3,5,-2), B(-4,0,3), C(-3,2,5). 

3.Знайти кут між площинами x - y√2 + z - 1 = 0,   
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x + у√2 − z + 3 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини  

х+1

−3
=

у+2

2
=

𝑧−3

−2
,     x + 3y - 5z – 9 = 0 

 

Варіант 7 

1.Дано рівняння лінії 25х2 + 4у2 = 100. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(1,-1,8), B(-4,-3,10), C(-1,-1,7). 

3.Знайти кут між площинами 3y - z = 0,   2у + z  = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

−2
=

у−2

1
=

𝑧+1

−1
,     x - 2y + 5z + 17 = 0. 

 

Варіант 8 

1.Дано рівняння лінії у2=-8х. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

 А(-2,0,-5), B(2,7,-3), C(1,10,-1). 

3.Знайти кут між площинами 6x + 3y + 2z = 0,   



58 
 

 x + 2у +6z –12 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

2
=

у−2

0
=

𝑧−4

1
,     x - 2y + 4z – 19 = 0. 

 

Варіант 9 

1.Дано рівняння лінії 16х2 + 9у2 = 144. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(1,9,-4), B(5,7,1), C(3,5,0). 

3.Знайти кут між площинами x + 2y + 2z - 3 = 0,  

16x+ 12у - 15z – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х+2

−1
=

у−1

1
=

𝑧+4

−1
,     2x - y + 3z + 23 = 0. 

 

Варіант 10 

1.Дано рівняння лінії 9х2 - 25у2 = 225. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-7,0,3), B(1,-5,-4), C(2,-3,0). 
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3.Знайти кут між площинами 2x - y + 5z - 16 = 0,    

x + 2у + 3z + 8 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х+2

1
=

у−2

0
=

𝑧+3

0
,     2x - 3y - 5z – 7 = 0. 

 

Варіант 11 

1.Дано рівняння лінії х2=-у. Звести рівняння до канонічного 

виду, встановити вигляд лінії, знайти основні параметри і 

побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(0,-3,5), B(-7,2,6), C(-3,2,4). 

3.Знайти кут між площинами 2x + 2y + z - 1 = 0,  

 x + z – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

2
=

у−1

−1
=

𝑧+2

3
,    4 x + 2y - z – 11 = 0. 

 

Варіант 12 

1.Дано рівняння лінії 4х2 + 25у2 = 100. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   
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А(5,-1,2), B(2,-4,3), C(4,-1,3). 

3.Знайти кут між площинами 3x + y + z - 4 = 0,   

 у + z + 5 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

1
=

у+1

0
=

𝑧−1

−1
,     3x - 2y - 4z – 8 = 0. 

 

Варіант 13 

1.Дано рівняння лінії х2 + 4у2 = 4. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-3,7,2), B(3,5,1), C(4,5,3). 

3.Знайти кут між площинами 3x - 2y - 2z - 16 = 0,    

x + у - 3z – 7 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х+2

−1
=

у−1

1
=

𝑧+3

2
,     x + 2y - z – 2 = 0. 

 

Варіант 14 

1.Дано рівняння лінії 16х2 – 25у2 = 400. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 
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2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(0,-2,8), B(4,3,2), C(1,4,3). 

3.Знайти кут між площинами 2x + 2y + z + 9 = 0,   

x – у + 3z – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х+3

1
=

у−2

−5
=

𝑧+2

3
,     5x - y + 4z + 3 = 0. 

 

Варіант 15 

1.Дано рівняння лінії 4х2 +у2 = 4. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(1,-1,5), B(0,7,8), C(-1,3,8). 

3.Знайти кут між площинами x + 2y + 2z - 3 = 0,  

2x – у + 2z + 5 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−2

2
=

у−2

−1
=

𝑧−4

3
,     x + 3y + 5z – 42 = 0. 
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Варіант 16 

1.Дано рівняння лінії х2 – 4у2 = 4. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вигляд лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-10,0,9), B(12,4,11), C(8,5,15). 

3.Знайти кут між площинами 3x + 2y - 3z - 1 = 0,    

x + у + z – 7 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−3

−1
=

у−4

5
=

𝑧−4

2
,     7x + y + 4z – 47 = 0. 

 

Варіант 17 

1.Дано рівняння лінії х2 = 10у. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(3,-3,-6), B(1,9,-5), C(6,6,-4). 

3.Знайти кут між площинами x - 3y - 2z - 8 = 0,    

x + у - z + 3 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х+3

2
=

у−1

3
=

𝑧−1

5
,     2x + 3y + 7z – 52 = 0. 
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Варіант 18 

1.Дано рівняння лінії 25х2 + 16у2 = 400. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(2,1,7), B(9,0,2), C(9,2,3). 

3.Знайти кут між площинами 3 x - 2y + 3z + 23 = 0,  

у + z + 5 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−3

2
=

у+1

3
=

𝑧+3

2
,     3x + 4y + 7z – 16 = 0. 

 

Варіант 19 

1.Дано рівняння лінії у2=-х. Звести рівняння до канонічного 

виду, встановити вид лінії, знайти основні параметри і 

побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-7,1,-4), B(8,11,-3), C(9,9,-1). 

3.Знайти кут між площинами x + y + 3z - 7 = 0,   

 у + z – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−5

2
=

у−2

0
=

𝑧+4

−1
,     2x - 5y + 4z + 24 = 0. 
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Варіант 20 

1.Дано рівняння лінії 25х2 + 9у2 = 225. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(1,0,-6), B(-7,2,1), C(-9,6,1). 

3.Знайти кут між площинами x - 2y + 2z + 17 = 0,   

x -2у – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини : 

х−1

8
=

у−8

−5
=

𝑧+5

12
,     x - 2y - 3z + 18 = 0. 

 

Варіант 21 

1.Дано рівняння лінії х2–9у2=9. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-3,1,0), B(6,3,3), C(9,4,-2). 

3.Знайти кут між площинами x + 2y - 1 = 0,  

  x + у + 6 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−3

1
=

у−1

−1
=

𝑧+5

0
,     x + 7y + 3z + 11 = 0. 
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Варіант 22 

1.Дано рівняння лінії 9х2 + у2 = 9. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-4,-2,5), B(3,-3,-7), C(9,3,-7). 

3.Знайти кут між площинами 2x - z + 5 = 0, 2x + 3у – 7 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−5

−1
=

у+3

5
=

𝑧−1

2
,     3x + 7y - 5z – 11 = 0. 

 

Варіант 23 

1.Дано рівняння лінії 9х2 + 25у2 = 225. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(0,-8,10), B(-5,5,7), C(-8,0,4). 

3.Знайти кут між площинами 5x + 3y + z - 18 = 0,    

2у + z – 9 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

7
=

у−2

1
=

𝑧−6

−1
,     4x + y - 6z – 5 = 0. 

Варіант 24 
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1.Дано рівняння лінії х2 + 9у2 = 9. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(1,-5,-2), B(6,-2,1), C(2,-2,-2). 

3.Знайти кут між площинами 4x + 3z - 2 = 0,    

x + 2у + 2z + 5 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−3

1
=

у+2

−1
=

𝑧−8

0
,     5x + 9y + 4z – 25 = 0. 

 

Варіант 25 

1.Дано рівняння лінії 4у2=-х. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(0,7,-9), B(-1,8,-11), C(-4,3,-12). 

3.Знайти кут між площинами x + 4y - z + 1 = 0,    

2x + у + 4z – 3 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х+1

−2
=

у

0
=

𝑧+1

3
,     x + 4y + 13z – 23 = 0. 

Варіант 26 
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1.Дано рівняння лінії (х - 3)2 + (у + 1)2 = 6. вести рівняння 

до канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-3,-1,7), B(0,2,-6), C(2,3,-5). 

3.Знайти кут між площинами 2y + z - 9 = 0,   

 x – у + 2z – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

6
=

у−3

1
=

𝑧+5

3
,    3x - 2y + 5z – 3 = 0. 

 

Варіант 27 

1.Дано рівняння лінії 9х2 + 5у2 = 45. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(5,3,-1), B(0,0,-3), C(5,-1,0). 

3.Знайти кут між площинами 2x - 6y + 14z - 1 = 0,   

5x – 15у + 35z – 3 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини: 

х−2

4
=

у−1

−3
=

𝑧+3

−2
,     3x - y + 4z  = 0. 

Варіант 28 
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1.Дано рівняння лінії 5х2 - 4у2 = 20. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

 А(-1,2,-2), B(13,14,1), C(14,15,2). 

3.Знайти кут між площинами x - y + 7z - 1 = 0,   

 2x - 2у – 5 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини: 

х−1

2
=

у+2

−5
=

𝑧−3

−2
,     x + 2y - 5z – 16 = 0. 

 

Варіант 29 

1.Дано рівняння лінії х2 + (у - 3)2 = 9. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат хОу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(7,-5,0), B(8,3,-1), C(8,5,1). 

3.Знайти кут між площинами 3x - y - 5 = 0,  2x + у – 3 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини:  

х−1

1
=

у−3

0
=

𝑧+1

−2
,    3 x - 7y - 2z + 7 = 0. 
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Варіант 30 

1.Дано рівняння лінії (х+5)2 + у2 = 9. Звести рівняння до 

канонічного виду, встановити вид лінії, знайти основні 

параметри і побудувати лінію в системі координат Оу. 

2.Скласти рівняння площини, яка проходить через точку А 

перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо   

А(-3,6,4), B(8,-3,5), C(10,-3,7). 

3.Знайти кут між площинами x + y + z√2 - 3 = 0,   

x – у + z√2 – 1 = 0. 

4.Знайти точку перетину прямої і площини: 

х−7

3
=

у−3

1
=

𝑧+1

−2
,     2x + y + 7z – 3 = 0. 

 

Зразок розв’язання задачі 

Задача. Дано рівняння лінії: 1) 3х2 - 5у2 = 15;  

2) 3х2 + 16у2 = 48; 3) (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 2)2 = 18; 

4) 𝑦2 = 5𝑥;    5) 𝑥2 = −3𝑦. 

Звести рівняння до канонічного виду, встановити вид лінії, 

знайти основні параметри і побудувати лінію в системі 

координат хОу. 

Розв’язання: 1) Поділимо обидві частини рівняння  

3х2 - 5у2 = 15 на 15. Одержимо: 
3𝑥2

15
−

5𝑦2

15
= 1 ⇒ 

⇒
𝑥2

5
−

𝑦2

3
= 1. Це рівняння гіперболи виду 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
−

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 1.  
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 Знайдемо основні параметри гіперболи: 

𝑎2 = 5 ⇒ 𝑎 = √5 ≈ 2,2 велика піввісь; 

𝑏2 = 3 ⇒ 𝑏 = √3 ≈ 1,7 мала піввісь; 

𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2 = √5 + 3 = √8 ≈ 2,8;  

𝐹1(−√8; 0), 𝐹2(√8; 0) −фокуси 

𝜀 =
𝑐

𝑎
=

√8

√5
=

√40

5
≈ 1,26  ексцентриситет. 

2) Поділимо обидві частини рівняння  

3х2 + 16у2 = 48 на 48. Одержимо: 
3𝑥2

48
+

16𝑦2

48
= 1 ⇒ 

⇒
𝑥2

16
−

𝑦2

3
= 1.  Це рівняння еліпса виду 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 1.  

 Знайдемо основні параметри еліпса: 

𝑎2 = 16 ⇒ 𝑎 = √16 = 4 велика піввісь; 

𝑏2 = 3 ⇒ 𝑏 = √3 ≈ 1,7 мала піввісь;  

𝑐 = √𝑎2 − 𝑏2 = √16 − 3 = √13 ≈ 3,6;  

𝐹1(−√13; 0), 𝐹2(√13; 0) фокуси 

𝜀 =
𝑐

𝑎
=

√13

4
≈ 0,9 ексцентриситет. 

3)(𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 2)2 = 18 це рівняння виду  

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 = 𝑅2, 

де 𝑥0 = −3, 𝑦0 = 2, координати центру 

𝑅 = √18 ≈ 4,2. радіус кола 

4) 𝑦2 = 5𝑥 − рівняння параболи  𝑦2 = 2𝑝𝑥,   
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вітки якої направлені вправо, вершина О(0;0). 

Знайдемо основні параметри параболи: 

  2𝑝 = 5 ⇒ 𝑝 =
5

2
⇒

𝑝

2
=

5

4
;  𝐹 (

𝑝

2
; 0) , тобто,  

    𝐹 (
5

4
; 0) − фокус;   𝑥 = −

𝑝

2
, тобто, 

          𝑥 = −
5

4
− рівняння директриси. 

5) 𝑥2 = −3𝑦 −  рівняння параболи виду 𝑥2 = −2𝑝𝑦,   

вітки якої направлені вниз, вершина О(0;0). 

Знайдемо основні параметри параболи: 

2𝑝 = 3 ⇒ 𝑝 =
3

2
⇒
𝑝

2
=
3

4
;  𝐹 (0;−

𝑝

2
) , тобто,  

𝐹 (0;−
3

4
) − фокус;   𝑦 =

𝑝

2
, тобто, 

 𝑦 =
3

4
− рівняння директриси. 

             

        Рисунок до задачі 1)                  Рисунок до задачі 2) 
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        Рисунок до задачі 3)                 Рисунок до задачі 4) 

 

Задача. Скласти рівняння площини, яка проходить через 

точку А перпендикулярно до вектора В⃗⃗ С, якщо  

А(-1,2,7), B(3,-6,5), C(12,-7,1). 

Розв’язання: рівняння площини шукаємо у вигляді  

𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0, де 𝑥0 = −1, 𝑦0 = 2, 

𝑧0 = 7− координати точки 𝐴. 

Знайдемо координати нормального вектора площини  

𝑛⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = {12 − 3;−7 + 6; 1 − 5} = {9;−1;−4} = {𝐴; 𝐵; 𝐶}. 

Підставимо знайдені значення в рівняння площини: 

9(𝑥 + 1) − 1(𝑦 − 2) − 4(𝑧 − 7) = 0 ⇒ 

⇒ 9𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 + 9 + 2 + 28 = 0 ⇒ 9𝑥 − 𝑦 − 4𝑧 + 39 = 0. 

 

Задача. Знайти точку перетину прямої і площини  

х−2

−1
=

у−3

−1
=

𝑧+1

4
,     x + 2y + 3z – 14 = 0. 

Розв’язання: координати точки перетину прямої 
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і площини є розв’язком системи їхніх рівнянь. Знайдемо цей 

розв’язок: 

{

х − 2

−1
=
у − 3

−1
=
𝑧 + 1

4
𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 − 14 = 0

⇒

{
  
 

  
 

х − 2

−1
= 𝑡

у − 3

−1
= 𝑡

𝑧 + 1

4
= 𝑡

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 − 14 = 0

⇒ 

 

{

𝑥 = −𝑡 + 2
𝑦 = −𝑡 + 3
𝑧 = 4𝑡 − 1

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 − 14 = 0

⇒ 

−𝑡 + 2 + 2(−𝑡 + 3) + 3(4𝑡 − 1) − 14 = 0 ⇒ 

⇒ −𝑡 + 2 − 2𝑡 + 6 + 12𝑡 − 3 − 14 = 0 ⇒ 

⇒ 9𝑡 − 9 = 0 ⇒ 𝑡 = 1,  

тоді   𝑥 = −1 + 2 = 1, 

𝑦 = −1 + 3 = 2,    𝑧 = 4 ∙ 1 − 1 = 3. 

        {
𝑥 = 1
𝑦 = 2
𝑧 = 3

⇒ 𝑀0(1; 2; 3) −точка перетину прямої та 

площини. 

Тема 5. Границя функції однієї змінної 

 

Основні формули 

1) Означення границі функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точці 𝑥 = 𝑥0: 
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lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴⇔ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0: |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜀. 

2) Означення границі функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) в 

нескінченності: 

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝐴⇔ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : |𝑥| > 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜀. 

3) Властивості границь: lim C = C; lim (𝑓(𝑥) ±

𝑔(𝑥)) = lim 𝑓(𝑥) ±lim 𝑔(𝑥); lim (𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)) = lim 𝑓(𝑥) ∙ lim 

𝑔(𝑥). 

4) Перша визначна границя: lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1. 

5) Друга визначна границя: lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

= 𝑒 ≈ 2,7. 

6) Еквівалентні нескінченно малі – це такі дві функції, 

кожна із яких наближається до нуля, а їхнє відношення 

наближається до одиниці в будь-якій точці або в нескінченності, 

тобто, якщо 𝛼(𝑥)  та 𝛽(𝑥) нескінченно малі, причому lim 
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥) 
=

1, то їх називають еквівалентними нескінченно малими і пишуть: 

𝛼(𝑥) ~ 𝛽(𝑥). Таблиця еквівалентних нескінченно малих при 𝑥 →

0:  𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥~𝑎𝑥;    𝑡𝑔𝑎𝑥~𝑎𝑥;    𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥~𝑎𝑥;    𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑎𝑥~𝑎𝑥; 

ln(1 + 𝑥) ~ 𝑥;    𝑒𝑥 − 1 ~ 𝑥 ;   1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥~
1

2
𝑥2;   √1 + 𝑥 − 1~𝑥. 

Задачі для розв’язання 

Задача 5. Знайти вказані границі: 

5.1.  1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

2𝑥2+𝑥−1

𝑥2−3𝑥−4
;   2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

2𝑥5−7𝑥+2

3𝑥5+6𝑥4−4𝑥
;  
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         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

√2𝑥+3−3

𝑥2−9
;    4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 4𝑥

2𝑥 𝑐𝑜𝑠 3𝑥
. 

5.2.  1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

3𝑥2−2𝑥−8

2𝑥2−𝑥−6
;               2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥2−3𝑥+2

4−𝑥−3𝑥2
; 

3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

𝑥2 − 4

√1 − 4𝑥 − 3
; 4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠 4 𝑥

2𝑡𝑔23𝑥
. 

5.3.  1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

5𝑥2−3𝑥+4

4𝑥2−2𝑥−7
;                2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

2𝑥3−3𝑥+2

4𝑥5−2𝑥−7
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

√𝑥−2

𝑥2−6𝑥+8
;                    4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 2𝑥

4 𝑠𝑖𝑛2 5𝑥
. 

5.4.  1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

7𝑥2−12𝑥+5

5𝑥2−2𝑥−3
;                 2) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1

𝑥+1

√3𝑥+7−2
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥2−5𝑥+1

3𝑥−𝑥2−2
;                   4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 5𝑥⋅𝑡𝑔3𝑥

4𝑥2
. 

5.5.  1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

2𝑥2−9𝑥+9

𝑥2−5𝑥+6
;                    2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

5𝑥6+6𝑥2−1

3𝑥2+4𝑥6+5
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

√𝑥+3−2

√𝑥−1
;                       4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑡𝑔22𝑥

𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥
. 

5.6.  1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→6

2𝑥2−15𝑥+18

𝑥2−4𝑥−12
;                2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

6𝑥3+2𝑥−3

5𝑥2+8𝑥3+7𝑥
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑥2−𝑥−2

√4𝑥+1−3
;                      4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥

6 𝑠𝑖𝑛2 7𝑥
. 

5.7.  1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−4

3𝑥2+10𝑥−8

4𝑥2+15𝑥−4
;                 2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

4𝑥4+2𝑥2−5

𝑥−5𝑥4−3
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥2−1

√𝑥+3−2
;                        4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔28𝑥

𝑥 𝑠𝑖𝑛 5𝑥
. 

5.8.  1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

5𝑥2+17𝑥+6

3𝑥2+8𝑥−3
;                 2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

3𝑥3+4𝑥+6

6𝑥2−3𝑥3+4
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

√2𝑥+10−4

𝑥−3
;                     4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

3𝑥2

𝑡𝑔2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥
. 
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5.9.  1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−6

2𝑥2+7𝑥−30

3𝑥2+20𝑥+12
;                2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

5𝑥5−4𝑥+1

3𝑥6−2𝑥2+3
; 

        3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−4

√𝑥+5−1

𝑥2+3𝑥−4
;                         4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 6𝑥

𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥
. 

5.10. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−8

𝑥2+9𝑥+8

𝑥2+10𝑥+16
;                    2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

5𝑥3+4𝑥2−3

2𝑥4+3𝑥+3
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

√𝑥−2

√𝑥+5−3
;                           4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 3𝑥𝑡𝑔2𝑥

𝑥 𝑠𝑖𝑛 4𝑥
. 

5.11. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

3𝑥2−5𝑥−2

2𝑥2−𝑥−6
;                        2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

4𝑥7−5𝑥−2

5𝑥7+𝑥6
; 

         3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→10

√𝑥−1−3

3𝑥−30
;                          4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥𝑡𝑔3𝑥

1−𝑐𝑜𝑠 4𝑥
. 

5.12. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−5

2𝑥2+15𝑥+25

𝑥2+4𝑥−5
;                  2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

5𝑥3−3𝑥+1

3𝑥7+𝑥2
; 

         3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

𝑥2−4

√3𝑥+7−1
;                       4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔23𝑥

6𝑥2
. 

5.13. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

4𝑥2+7𝑥+3

2𝑥2+𝑥−1
;                      2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

6𝑥3−𝑥2−2𝑥

4𝑥−3𝑥3+3
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥2−√𝑥

1−√𝑥
;                              4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

5𝑥2

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛2 2𝑥
. 

5.14. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

2𝑥2−9𝑥+9

𝑥2−5𝑥+6
;                         2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

7𝑥4+3𝑥3+2𝑥2

𝑥4−5𝑥2−4
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

√5−𝑥−2

√2−𝑥−1
;                             4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

3𝑥𝑡𝑔2𝑥

1−𝑐𝑜𝑠 9𝑥
. 

5.15. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

𝑥2−5𝑥+4

𝑥2−2𝑥−8
;                           2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

9𝑥7−3𝑥+4

𝑥3−𝑥2
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

√𝑥2+1−1

√𝑥2+16−4
;                          4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔22𝑥

1−𝑐𝑜𝑠 7𝑥
. 

5.16. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

𝑥2−2𝑥−8

2𝑥2+5𝑥+2
;                         2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥3+4𝑥−5

𝑥2−5𝑥−𝑥3
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→7

2−√𝑥−3

𝑥2−49
;                               4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 𝑥

1−𝑐𝑜𝑠 4𝑥
. 
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5.17. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

3𝑥2−2𝑥−1

𝑥2−4𝑥+3
;                             2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

7𝑥5−𝑥2+𝑥

𝑥4+2𝑥3−𝑥5
; 

         3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

𝑥2−16

√2𝑥+1−3
;                                 4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 3𝑥

6𝑥
. 

5.18. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

𝑥2+𝑥−6

3𝑥2+8𝑥−3
;                                2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥3−4𝑥+5

𝑥5+5𝑥−𝑥2
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→9

√𝑥−3

𝑥2−8𝑥−9
;                                     4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛2 6𝑥

𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔5𝑥
. 

5.19. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥3−1

5𝑥2−4𝑥−1
;                                    2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥9+4𝑥5+𝑥

5𝑥9+𝑥2−3
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

√𝑥+5−3

√𝑥−2
;                                       4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

4𝑥2

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔22𝑥
. 

5.20. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑥2+2𝑥−8

𝑥3−8
;                                     2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

3𝑥9+4𝑥−2

𝑥3−𝑥2+4𝑥
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

√8+𝑥−3

𝑥2+𝑥−2
;                                      4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛2 2𝑥

3𝑥2
. 

5.21. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥2−𝑥−6

𝑥2−6𝑥+9
;                                     2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

3𝑥4+5𝑥−3

2𝑥4+2𝑥3−𝑥5
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

𝑥2−25

√2𝑥−1−3
;                                     4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 6𝑥

2 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛2 3𝑥
. 

5.22. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑥2−4𝑥+4

𝑥2−4
;                                      2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

5𝑥5+𝑥2−3

2𝑥5+3𝑥3+7𝑥
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→9

√𝑥−1
3

−2

𝑥−9
;                                       4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

6𝑥2

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔25𝑥
. 

5.23. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

𝑥3+8

𝑥2+𝑥−2
;                                      2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥3+4𝑥−5

𝑥2−5𝑥−𝑥3
; 

         3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

√1−𝑥−2

4−√1−5𝑥
;                                 4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑡𝑔28𝑥 ⋅ 𝑐𝑡𝑔23𝑥. 

5.24. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

𝑥2−7𝑥+10

𝑥2−10𝑥+25
;                                   2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥10+𝑥3

5𝑥4−3𝑥10+4
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

√𝑥−3−√5−𝑥

𝑥−4
;                                  4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛2 10𝑥

𝑡𝑔24𝑥
. 
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5.25. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

(𝑥−5)2

𝑥2−3𝑥−10
;                                     2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

3𝑥6−5𝑥3+7

1−2𝑥6+𝑥
; 

         3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

√𝑥−1−√5−𝑥

𝑥−3
;                        4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑠𝑖𝑛2 2 𝑥 ⋅ 𝑐𝑡𝑔27𝑥. 

5.26. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥2−6𝑥+9

𝑥3−27
;                                          2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥7

𝑥4+2𝑥7−5
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→7

𝑥−7

√𝑥+2−√16−𝑥
;                                    4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑡𝑔23𝑥

5𝑥2
. 

5.27. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

2𝑥2+𝑥−3

𝑥2−2х+1
;                                          2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

9𝑥6−х5+3

2𝑥5+4𝑥+7
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→6

√х−5−√7−х

х−6
;                                        4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 8𝑥

2𝑥2
. 

5.28. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

2𝑥2+5𝑥−3

3𝑥2+11𝑥+6
;                                     2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

−5𝑥3+4𝑥2−1

𝑥3+3𝑥−7
; 

        3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

√𝑥+6−√2−𝑥

𝑥+2
;                                     4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 4𝑥

𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥
. 

5.29. 1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−2

2𝑥2+3𝑥−2

(𝑥+2)2
;                                       2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥7+4𝑥5−𝑥2

5𝑥7+𝑥2+1
; 

        3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥−3

√𝑥+1−√7−𝑥
;                                        4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑡𝑔29𝑥

5𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥
. 

5.30. 1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(𝑥−1)2

4𝑥2+𝑥−5
;                                            2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥6+5𝑥2+𝑥

𝑥9−4𝑥−7
; 

        3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→10

√𝑥−8−√12−𝑥

𝑥−10
;                                     4)𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠 3𝑥

5𝑥2
. 

 

Зразок розв’язання задачі 5 

 Задача. Обчислити границі:  

1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

5𝑥8 + 4𝑥5 − 1

𝑥3 + 3𝑥5 − 7
; 2)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

9𝑥6 − х3 + 3

2𝑥5 + 4𝑥6 + 7
; 3)𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

4𝑥3 − 2х + 3

7𝑥5 + 9𝑥 + 2
; 
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4)𝑙𝑖𝑚
𝑥→7

𝑥2 − 14х + 49

𝑥2 − 49
; 5) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−4

2𝑥2 + 5𝑥 − 12

𝑥2 − 6𝑥 − 40
; 6)𝑙𝑖𝑚

𝑥→3

√1 + 𝑥 − 2

4 − √1 + 5𝑥
; 

7)𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(1 − с𝑜𝑠8𝑥) ⋅ 𝑐𝑡𝑔23𝑥; 8)𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4𝑥 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔25𝑥
. 

Розв’язання. При обчисленні границь задачі 6 з’являються 

невизначеності виду 
𝟎

𝟎
, 
∞

∞
, 𝟎 ⋅ ∞. Тому потрібно зробити попередні 

перетворення.  

Для обчислення границі відношення двох многочленів при 

нескінченному зростанні змінної х треба під знаком границі 

залишити в чисельнику та знаменнику тільки старші члени (з 

найбільшими показниками), провести скорочення на степінь х з 

меншим показником, а тоді обчислити одержану границю, 

підставивши замість х нескінченість. Якщо нескінченність буде в 

чисельнику, то границя дорівнює нескінченності; якщо в 

знаменнику, то границя дорівнює нулю. Якщо старші члени 

чисельника і знаменника мають однакові показники степеня, то 

границя дорівнює відношенню коефіцієнтів при старших членах. 

1)𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

5𝑥8 + 4𝑥5 − 1

𝑥3 + 3𝑥5 − 7
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

5𝑥8

3𝑥5
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

5𝑥3

3
=
5 ⋅ ∞

3
= ∞; 

2)𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

9𝑥6 − х3 + 3

2𝑥5 + 4𝑥6 + 7
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

9𝑥6

4𝑥6
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

9

4
=
9

4
; 

3)𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

4𝑥3 − 2х+ 3

7𝑥5 + 9𝑥 + 2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

4𝑥3

7𝑥5
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

4

7𝑥2
=

4

7 ⋅ ∞
=
4

∞
= 0. 
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 Для обчислення границі відношення двох многочленів при 

прямуванні змінної х до числа х0 за умови невизначеності 
𝟎

𝟎
 треба 

виділити в цих многочленах множник (х – х0), скоротити на нього 

чисельник і знаменник, а тоді обчислити границю утвореного 

дробу, підставивши замість х число х0. Множник (х – х0) можна 

виділити двома способами: 1) поділити чисельник і знаменник на 

(х – х0);  

2) розкласти на множники чисельник і знаменник, 

розв’язавши відповідні квадратні рівняння і використавши 

формулу 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2),                               (1)  

де х1 та х2 корені кожного із цих квадратних рівнянь. В 

окремих випадках досить використати формули тотожних 

перетворень, а саме: 𝑎2 ± 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = (𝑎 ± 𝑏)2,                          (2) 

𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏),                                                           (3) 

𝑎3 ± 𝑏3 = (𝑎 ± 𝑏)(𝑎2 ∓ 𝑎𝑏 + 𝑏2). 

4)𝑙𝑖𝑚
𝑥→7

𝑥2−14х+49

𝑥2−49
=

72−14⋅7+49

72−49
= (

0

0
) невизначеність.  

Для обчислення цієї границі треба виділити в чисельнику і 

знаменнику множник (х – 7) і скоротити дріб. Для цього 

розкладемо на множники многочлени за формулами (2), (3): 

𝑥2 − 14𝑥 + 49 = 𝑥2 − 2 ⋅ 𝑥 ⋅ 7 + 72 = (𝑥 − 7)2 = (𝑥 − 7)(𝑥 − 7); 

𝑥2 − 49 = 𝑥2 − 72 = (𝑥 − 7)(𝑥 + 7). Тоді 𝑙𝑖𝑚
𝑥→7

𝑥2−14х+49

𝑥2−49
=

                𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

(𝑥−7)(𝑥−7)

(𝑥−7)(𝑥+7)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑥−7

𝑥+7
=

7−7

7+7
=

0

14
= 0. 
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5) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−4

2𝑥2+5𝑥−12

𝑥2−6𝑥−40
=

2(−4)2+5(−4)−12

(−4)2−6(−4)−40
=

32−20−12

16+24−40
= (

0

0
).  

Для обчислення цієї границі треба виділити в чисельнику і 

знаменнику множник (х + 4) і скоротити дріб. Для цього 

розкладемо на множники многочлени, розв’язавши відповідні 

рівняння: 2𝑥2 + 5𝑥 − 12 = 0; 

𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 52 − 4 ⋅ 2(−12) = 25 + 96 = 121 = 112; 

𝑥1 =
−𝑏 − √𝐷

2𝑎
=
−5 − 11

2 ⋅ 2
=
−16

4
= −4; 

𝑥2 =
−𝑏+√𝐷

2𝑎
=

−5+11

4
=

6

4
=

3

2
; за формулою(1) одержимо: 

2𝑥2 + 5𝑥 − 12 = 2(𝑥 + 4) (𝑥 −
3

2
) = (𝑥 + 4)(2𝑥 − 3). 

Аналогічно 

𝑥2 − 6𝑥 − 40 = 0; 𝐷 = 62 − 4 ⋅ 1 ⋅ (−40) = 36 + 160 = 196

= 142; 

𝑥1 =
−𝑏 − √𝐷

2𝑎
=
6 − 14

2
=
−8

2
= −4; 

𝑥2 =
−𝑏+√𝐷

2𝑎
=

6+14

2
=

20

2
= 10; за формулою(1) одержимо: 

𝑥2 − 6𝑥 − 40 = (𝑥 + 4)(𝑥 − 10). Тоді 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−4

2𝑥2 + 5𝑥 − 12

𝑥2 − 6𝑥 − 40
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−4

(𝑥 + 4)(2𝑥 − 3)

(𝑥 + 4)(𝑥 − 10)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−4

2𝑥 − 3

𝑥 − 10

=
2(−4) − 3

−4 − 10
=
11

14
. 

6)𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

√1+𝑥−2

4−√1+5𝑥
=

√1+3−2

4−√1+5⋅3
= (

0

0
) −невизначеність. 
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Для обчислення цієї границі треба виділити в чисельнику і 

знаменнику множник (х – 3) і скоротити на нього дріб. Для цього 

треба чисельник і знаменник помножити на два спряжені до 

чисельника і знаменника множники 

(√1 + х + 2)та (4 + √1 + 5х) і перетворити частину 

чисельника і знаменника за формулою (3): 

√1+𝑥−2

4−√1+5𝑥
=

(√1+х−2)(√1+х+2)(4+√1+5х)

(4−√1+5х)(4+√1+5х)(√1+х+2)
= 

=
((√1 + х)

2
− 22) (4 + √1 + 5х)

(42 − (√1 + 5х)
2
) (√1 + х + 2)

=
(1 + х − 4)(4 + √1 + 5х)

(16 − 1 − 5х)(√1 + х+ 2)
 

=
(х−3)(4+√1+5х)

−5(х−3)(√1+х+2)
=

4+√1+5х

−5(√1+х+2)
; тоді границя буде  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

√1 + 𝑥 − 2

4 − √1 + 5𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→3

4 + √1 + 5𝑥

−5(√1 + 𝑥 + 2)
=

4 + √1 + 5 ⋅ 3

−5(√1 + 3 + 2)

=
4 + 4

−5 ⋅ 4
= −

2

5
. 

7)𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(1 − с𝑜𝑠8𝑥) ⋅ 𝑐𝑡𝑔23𝑥 = (1 − с𝑜𝑠0) ⋅ 𝑐𝑡𝑔20 =

(0 ⋅ ∞) −невизначеність. Оскільки 1 − с𝑜𝑠8𝑥 =

2 𝑠𝑖𝑛2 4 𝑥, 𝑐𝑡𝑔23𝑥 =
1

𝑡𝑔23𝑥
, то 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(1 − с𝑜𝑠8𝑥) ⋅ 𝑐𝑡𝑔23𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2 𝑠𝑖𝑛2 4 𝑥

𝑡𝑔23𝑥
= 2𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
(
𝑠𝑖𝑛 4 𝑥

𝑡𝑔3𝑥
)
2

. 



83 
 

Відомо, що при наближенні х до нуля 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 еквівалентне 

4х, а 𝑡𝑔3𝑥еквівалентне 3х. Тому під знаком границі ці функції 

можна замінити на еквівалентні. Одержимо: 

2𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
𝑠𝑖𝑛 4 𝑥

𝑡𝑔3𝑥
)
2

= 2𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
4𝑥

3𝑥
)
2

= 2 ⋅ (
4

3
)
2

= 2 ⋅
16

9
=
32

9
. 

 8)𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔25𝑥
=

4⋅0⋅𝑠𝑖𝑛 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔20
= (

0

0
) −невизначеність. 

Напишемо дану границю у вигляді добутку двох границь 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4𝑥 𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔25𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

4𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔5𝑥
⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔5𝑥
; замінивши під 

знаком границі функції 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥, 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔5𝑥на еквівалентні до них 

функції 2х та 5х, одержимо: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔5𝑥
⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 2 𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔5𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

4𝑥

5𝑥
⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

2𝑥

5𝑥
=
4

5
⋅
2

5
=
8

25
. 

Відповідь: 1)∞; 2)
9

4
; 3)0;4)0; 5)

11

14
; 6) −

2

5
; 7)

32

9
; 8)

8

25
. 

 

Тема 6. Похідна функції однієї змінної 

 

Основні формули 

1) Означення похідної функції 𝑦 = 𝑓(𝑥): похідна 

функції дорівнює границі відношення приросту функції до 

приросту змінної при умові, що останній наближається до нуля, 

тобто,        𝑦′ = lim
∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
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2) Властивості похідних: похідна алгебраїчної суми 

функцій рівна алгебраїчній сумі похідних, тобто, (𝑢 ± 𝑣)′ = 𝑢′ ±

𝑣′; числовий множник виноситься за знак похідної:(𝑐𝑢)′ = 𝑐𝑢′ 

похідна добутку    (𝑢 ∙ 𝑣)′ = 𝑢′ ∙ 𝑣 + 𝑣′ ∙ 𝑢;  

 похідна частки  

(
𝑢

𝑣
)
′

=
𝑢′ ∙ 𝑣 − 𝑣′ ∙ 𝑢

𝑣2
. 

3) Таблиця похідних: 

1. (с)′ = 0;            2. (х)′ = 1;               3. (х2)′ = 2х;  

4. (х3)′ = 3х2;      5. (𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−1;    6. (
1

𝑥
)

′

= −
1

𝑥2
;    

7. (√𝑥)
′
=

1

2√𝑥
;      8.(𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 𝑙𝑛 𝑎;   9. (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥;     

10. (𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥)
′ =

1

𝑥 𝑙𝑛 𝑎
;    11. (𝑙𝑛 𝑥)′ =

1

𝑥
;   12.(𝑠𝑖𝑛 𝑥)′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑥; 

13. (𝑐𝑜𝑠 𝑥)′ = −𝑠𝑖𝑛 𝑥;      14. (𝑡𝑔𝑥)′ =
1

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
; 

15. (𝑐𝑡𝑔𝑥)′ = −
1

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
;        16. (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥)′ =

1

√1−𝑥2
;  

17. (𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥)′ =
−1

√1−𝑥2
;    18. (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)′ =

1

1+𝑥2
;  

19. (𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔𝑥)′ =
−1

1+𝑥2
. 

4) Похідна складної функції 𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) дорівнює 

добутку похідної 𝑓′𝑔 зовнішньої функції на похідну 𝑔′𝑥 

внутрішньої функції, тобто, 𝑓′(𝑔(𝑥)) = 𝑓′𝑔 ∙ 𝑔
′
𝑥
.  

5) Диференціал функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) обчислюється за 

формулою: 𝑑𝑦 = 𝑦′(𝑥)𝑑𝑥.  
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Звідки похідна 𝑦′(𝑥) =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
. 

6) Похідна параметричної функції {
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

 дорівнює 

𝑦′(𝑥) =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦′(𝑡)

𝑥′(𝑡)
. 

7) Неявною називається функція, задана рівнянням 

виду 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0. Щоб знайти похідну 𝑦′(𝑥) неявної функції, 

треба знайти похідну обох частин рівняння, пам’ятаючи, що у 

функція від х, і з одержаного рівняння знайти 𝑦′.  

8) Метод логарифмічного диференціювання полягає в 

тому, що перед диференціюванням функцію логарифмують, а 

тоді знаходять похідну від утвореної неявної функції. Цей метод 

використовують для знаходження похідної степенево-

показникової функції виду 𝑦 = (𝑓(𝑥))𝜑(𝑥). 

 

Задачі для розв’язання 

Задача 6. Знайти похідні даних функцій: 

6.1. 1)  𝑦 = 3𝑥 − 4√𝑥
3 + 2;    2)  𝑦 =

4𝑥+7𝑡𝑔𝑥

1+9𝑥2
; 

3)  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 3 𝑥 ⋅ 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥;     4)  𝑦 = 𝑙𝑛 𝑎 𝑟𝑐𝑡𝑔2𝑥;  

5)  𝑥3 + 𝑦3 + 3𝑥2 = 0;               6)  {
𝑥 = 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡
𝑦 = 𝑒𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ;

    

7)  𝑦 = 2𝑡𝑔𝑥 + 𝑥 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥;             8)  𝑦 = (2𝑥 + 3 )
𝑡𝑔𝑥
. 

6.2. 1)  𝑦 = 3𝑥3 − 2√𝑥2
3

− 1;      2)  𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 3𝑥

1−8𝑥2
; 
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 3)  𝑦 = 23𝑥 ⋅ 𝑡𝑔2𝑥;       4)  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑙𝑛 5 𝑥;   

5)  𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑦 = 0;               6)  {
𝑥 = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛 𝑡),
𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡);

  

7)  𝑦 = 2𝑥
2+1 − 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ;      8)  𝑦 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑥

2
. 

6.3. 1)  𝑦 = 𝑥2 −
1

𝑥3
+ 5√𝑥;          2)  𝑦 =

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 7𝑥

𝑥4+𝑒𝑥
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 2 𝑥;                  4)  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 √𝑥2 + 3 ;  

5)  𝑥 + 𝑙𝑛 𝑥 + √3 + 2𝑦 = 0;         6)  {
𝑥 = 2𝑡3,

𝑦 = 4𝑡2 + 2𝑡;
  

7) 𝑦 = 𝑒𝑡𝑔𝑥 − √𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥;       8)  𝑦 = (𝑥3 + 2)𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 

6.4. 1)  𝑦 = 4𝑥2 −
3

√𝑥
+ 4;       2)  𝑦 =

𝑠𝑖𝑛 2𝑥

𝑐𝑜𝑠 5𝑥
; 

3)  𝑦 = 28𝑥 ⋅ 𝑡𝑔3𝑥;         4)  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑙𝑛 4 𝑥;  

5)  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 − 𝑙𝑛√2𝑦 + 3 = 0;       6)  {
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 + 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,

𝑦 = 𝑒𝑡 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ;
  

7)  𝑦 = 𝑥𝑡𝑔3𝑥 + 2𝑥−2;            8)  𝑦 = (𝑥2 + 1)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 . 

6.5. 1)  𝑦 = 𝑥5 − √𝑥
3 + 1;        2)  𝑦 =

1−4𝑥2

2𝑥+𝑡𝑔𝑥
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥;         4)  𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑙𝑛 5 𝑥;  

5)  𝑥 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑒𝑦 + 1 = 0;                 6)  𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛 𝑥 − √𝑥
3 ⋅ 𝑡𝑔3𝑥; 

7)  {
𝑥 = 𝑡2,

𝑦 =
1

3
𝑡3 − 𝑡;

         8)  𝑦 = (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥)√1−𝑥
2
. 

6.6. 1)  𝑦 = 6𝑥2 −
2

𝑥4
+ 5;        2)  𝑦 =

𝑐𝑜𝑠 3𝑥

3𝑥2+4
; 

3)  𝑦 = 3𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥2 ;        4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 6 𝑥;  

5)   𝑡𝑔𝑥 + 𝑙𝑛(2𝑦 + 1) = 0;            6)   𝑦 = 5√𝑥 − 𝑥2𝑡𝑔2𝑥;  
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7)  {
𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 5 𝑡,
𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 5 𝑡;

         8)  𝑦 = (𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥)𝑥
2
. 

6.7. 1)  𝑦 = 𝑥3 − 4√𝑥3
4

+ 2;          2)  𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔7𝑥

2−9𝑥2
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 6 𝑥;         4)  𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑙𝑛 2 𝑥;  

5)  𝑠𝑖𝑛 𝑥 + √2𝑥 + 𝑦 = 0;         6)  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 3 𝑥 − √1 − 9𝑥2; 

7)  {
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛

𝑡

2
,

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ;
                     8)  𝑦 = (𝑡𝑔2𝑥)𝑐𝑡𝑔2𝑥 . 

6.8. 1)  𝑦 = 𝑥2 − 2√𝑥
5 + 4;        2)  𝑦 =

𝑥3+𝑒𝑥

4−9𝑥5
; 

3)  𝑦 = 4𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔2𝑥;        4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 5 𝑥;  

5)  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛(𝑥 + 2𝑦) = 0; 6)  𝑦 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑙𝑛(1 + 𝑥2) ; 

7)  {
𝑥 = 𝑒2𝑡 ,
𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ;

          8)  𝑦 = (𝑥 + 1)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 . 

6.9. 1)  𝑦 = 3𝑥5 −
5

𝑥3
− 2;        2)  𝑦 =

𝑐𝑜𝑠 6𝑥

𝑠𝑖𝑛 3𝑥
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑥
2
⋅ 𝑡𝑔7𝑥;         4)  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑙𝑛 2 𝑥;  

5)  𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 3𝑦2 = 0;                6)  𝑦 = 3𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2 3 𝑥; 

7)  {
𝑥 = 2 𝑙𝑛 𝑐 𝑡𝑔𝑡,
𝑦 = 𝑡𝑔𝑡 + 𝑐𝑡𝑔𝑡;

         8)  𝑦 = (𝑐𝑡𝑔𝑥)𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 

6.10. 1)  𝑦 = 𝑥4 + 2√𝑥
3 + 1;       2)  𝑦 =

3−5𝑥3

𝑒𝑥−𝑐𝑡𝑔𝑥
; 

3)   𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 2 𝑥;            4)   𝑦 = 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 7 𝑥;  

5)  2𝑥𝑦 + 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1 = 0;          6)  𝑦 = 2𝑥
2
+ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥 ;  

7)  {
𝑥 = 𝑡2 + 1,

𝑦 = 𝑒𝑡
3
;

          8)  𝑦 = (𝑥 + 𝑙𝑛 𝑥)
1

𝑥. 
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6.11. 1)  𝑦 = 3𝑥5 −
1

𝑥4
+ 7;         2)  𝑦 =

𝑥4+𝑡𝑔𝑥

4𝑥2+7
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑐𝑡𝑔3𝑥;         4)  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑙𝑛 8 𝑥;  

5)  5𝑥 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 2𝑦4 = 0;           6)  𝑦 = 4𝑡𝑔2𝑥 − 𝑥𝑡𝑔2𝑥;  

7)  {
𝑥 = 𝑐𝑜𝑠

𝑡

2
,

𝑦 = 𝑡 − 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ;
          8)  𝑦 = (1 +

1

𝑥
)
𝑥2

. 

6.12. 1)  𝑦 = 2𝑥4 − 3√𝑥
3 − 1;    2)  𝑦 =

2−𝑥2

𝑐𝑜𝑠 𝑥
; 

3)  𝑦 = 5𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 4 𝑥;         4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 3 𝑥;  

5)  2𝑥 + 𝑙𝑛 𝑦 + 3√𝑥 = 0;       6)  𝑦 = 3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔2𝑥 − 𝑙𝑛(1 + 4𝑥2) ; 

7)  {
𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡,

𝑦 = 𝑙𝑛(1 + 𝑡2)
;           8)  𝑦 = (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥)√𝑥 . 

6.13. 1)  𝑦 = 3𝑥5 + 2√𝑥
4 − 8;          2)  𝑦 =

𝑐𝑡𝑔𝑥−𝑐𝑜𝑠 𝑥

5𝑥2+1
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑥
2
⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 2 𝑥;          4)  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑙𝑛 5 𝑥;  

5)  2𝑥 + 3𝑦2 + 5𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0;              6)  𝑦 = 4𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 ; 

7)  (
𝑥 = 𝑡 − 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑡 ,
𝑦 = 𝑡 + 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑡 ;

            8)  𝑦 = (𝑡𝑔2𝑥)𝑐𝑜𝑠 2𝑥 . 

6.14. 1)  𝑦 = 𝑥3 −
3

𝑥2
+ 4;            2)  𝑦 =

2−3𝑥5

𝑠𝑖𝑛 2𝑥
; 

3)  𝑦 = 4𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔3𝑥;            4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 4 𝑥;  

5)  𝑙𝑛(3𝑥 + 𝑦) + 2 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 3 = 0;     6)  𝑦 = 5𝑡𝑔
2𝑥 + 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑥 ; 

7)  {
𝑥 = 𝑡2 + 4 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ,

𝑦 = 𝑡𝑔𝑡 +
4

𝑡
;

              8)  𝑦 = (1 − 𝑥2)𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 

6.15. 1) 𝑦 = 5𝑥2 − 3√𝑥2
5

− 2;            2)  𝑦 =
2𝑥+𝑐𝑡𝑔𝑥

4+2𝑥3
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 3 𝑥;             4)  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑙𝑛 7 𝑥;  
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5)  5𝑦2 + 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 5 𝑥 = 0;               6)  𝑦 = 2𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 √𝑥 − √1 − 𝑥; 

7)  {
𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔𝑡,

𝑦 =
1

1+𝑡2
;

                8)  𝑦 = (𝑐𝑡𝑔4𝑥)𝑠𝑖𝑛 4𝑥 . 

6.16. 1)  𝑦 = 2𝑥4 +
2

𝑥3
− 7;               2)  𝑦 =

1−7𝑥5

𝑐𝑜𝑠 4𝑥
; 

3)  𝑦 = 56𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 5 𝑥;    4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 7 𝑥;  

5)  2 𝑠𝑖𝑛 𝑦 − 3 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 5 = 0;        6)  𝑦 =
2𝑥

√1+𝑥
− 4√1 + 𝑥; 

7)   {
𝑥 = 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,

𝑦 = 𝑒𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ;
                 8)  𝑦 = (𝑠𝑖𝑛 3 𝑥)𝑡𝑔𝑥 . 

6.17. 1) 𝑦 = 3𝑥2 − 2√𝑥
4 + 5;                 2)  𝑦 =

2𝑥2−𝑐𝑡𝑔𝑥

6𝑥2+5
;  

3)  𝑦 = 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 4 𝑥;                  4)  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑙𝑛 5 𝑥;  

5)  𝑙𝑛 𝑦 = 𝑥 − 3𝑦;                                    6)  𝑦 = √𝑥 + √𝑥;   

7)  {
𝑥 =

1

𝑡+1
,

𝑦 =
𝑡

𝑡+1
;
                                8)  𝑦 = (𝑥4 + 1)

1

𝑥.  

6.18. 1) 𝑦 = 𝑥6 +
3

𝑥4
− 8;                 2)  𝑦 =

2−5𝑥

𝑠𝑖𝑛 3𝑥
; 

3)  𝑦 = 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 6 𝑥;      4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 2 𝑥; 

5)  2𝑥2 + 4𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑦3 = 0;                    6)  𝑦 = 𝑥√𝑥2 + 1;  

7)  {
𝑥 = 𝑐𝑡𝑔𝑡,

𝑦 =
1

𝑐𝑜𝑠2 𝑡
;
                        8)  𝑦 = (𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 1)𝑡𝑔𝑥 . 

6.19. 1)𝑦 = 4𝑥5 − 3√𝑥2
5

− 7;                    2)𝑦 =
𝑐𝑜𝑠 𝑥−4𝑥3

8+7𝑥5
; 

3) 𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔3𝑥;                              4)𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑙𝑛 7 𝑥; 
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5) 3𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦) = 0;                           6)𝑦 =
1

𝑥+√1+𝑥2
; 

7) {
𝑥 = 3 𝑐𝑜𝑠2 𝑡 ,

𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛3 𝑡 ;
                                       8)𝑦 = (𝑐𝑡𝑔𝑥)𝑠𝑖𝑛

2 𝑥 . 

6.20. 1)𝑦 = 3𝑥2 −
5

𝑥3
+ 1;                     2)𝑦 =

4𝑥5−2

𝑠𝑖𝑛 7𝑥
; 

3)𝑦 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 2 𝑥;                         4)𝑦 = 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 6 𝑥; 

5)𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑦 ;                6)𝑦 = √𝑥2 + 1 + √𝑥3 + 1
3

; 

7) {
𝑥 = 3(𝑐𝑜𝑠 𝑡 + 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡),
𝑦 = 3(𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡);

                      8)𝑦 = (√𝑥 +
1

√𝑥
)
𝑥

. 

6.21. 1)𝑦 = 1,5𝑥4 − 7√𝑥3
7

− 8;                  2)𝑦 =
√𝑥2+1

𝑥+1
; 

3)𝑦 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 3 𝑥;                                     4)𝑦 = 𝑙𝑛 𝑎 𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥; 

5)𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 = 0;                             6)𝑦 = 𝑙𝑛√
𝑥2+2

𝑥2−2
; 

7) {
𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠2 𝑡 ,

𝑦 = 𝑐 𝑠𝑖𝑛2 𝑡 ;
                                          8)𝑦 = (𝑥 + 1)𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 

6.22.  1)𝑦 = 6𝑥8 −
2,5

𝑥4
+ 2;                         2)𝑦 =

√2𝑥2−2𝑥+1

𝑥
; 

3) 𝑦 = 2𝑥
2
⋅ 𝑐𝑜𝑠 3 𝑥;                    4)𝑦 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥 − √1 − 𝑥2; 

5) 𝑡𝑔𝑦 − 𝑥𝑦 = 0;                                           6)𝑦 = 𝑙𝑛 √
𝑥3−1

𝑥3+1

3
; 

7) {
𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠3 𝑡 ,

𝑦 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛3 𝑡 ;
     8)𝑦 = (𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1)𝑥 

6.23. 1)𝑦 = 0,4𝑥5 − 9√𝑥7
3

− 6;  2)𝑦 =
𝑥

√1+𝑥2
; 

3)𝑦 = 5𝑐𝑜𝑠
2 𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ;                   4)𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑥 ; 
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  5) 𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦) − 2𝑥 = 0;            6)𝑦 = 𝑙𝑛√
2𝑥 − 3

2𝑥 + 3
; 

7) {
𝑥 = 𝑡 + 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 𝑡 ,
𝑦 = 𝑡 − 𝑙𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑡 ;                                

8)𝑦 = (𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑥
2
. 

6.24. 1)𝑦 = 1,3𝑥4 −
9

𝑥6
+ 𝑙𝑛 3 ;   2)𝑦 =

√𝑥2−1

𝑥
; 

3)𝑦 = 2𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 3 𝑥;    4)𝑦 = 𝑙𝑛 𝑡 𝑔
𝑥

2
; 

5)𝑒𝑥 − 𝑒−2𝑦 + 𝑥𝑦 = 0;                          6)𝑦 = 𝑙𝑛√
3𝑥−1

3𝑥+1
; 

7) {
𝑥 = 𝑡2𝑒𝑡,

𝑦 = 3𝑡2 + 𝑡3;
                     8)𝑦 = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)𝑥 

6.25. 1)𝑦 = 0,25𝑥4 − 5√𝑥3
5

+ 𝑡𝑔2;      2)𝑦 =
3+𝑥

√1−𝑥
; 

3)𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛
2 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥;                    4)𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 √1 − 4𝑥 ; 

5)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑦 − 𝑥 − 𝑦 = 0;                    6)𝑦 = 𝑙𝑛√
𝑥2 − 1

𝑥2 + 1
; 

7) {
𝑥 = 𝑡2 + 𝑙𝑛 𝑡 ,

𝑦 = 2𝑡3 + 3𝑡;
8)𝑦 = 𝑥𝑙𝑛 𝑥 . 

6.26. 1)𝑦 =
2

3
𝑥6 −

7

𝑥6
+ 𝑠𝑖𝑛 6 ; 2)𝑦 =

2𝑥

√𝑥2−5𝑥+1
; 

3)𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥;              4)𝑦 = 𝑙𝑛 𝑡 𝑔𝑒2𝑥; 

5)𝑥 𝑙𝑛 𝑦 − 𝑦 𝑙𝑛 𝑥 − 1 = 0;                   6)𝑦 = 𝑙𝑛 √
4𝑥−3

4𝑥+3

4
; 

7) {
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ,

𝑦 = 𝑒𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ;
             8)𝑦 = (𝑥 + 1)√𝑥 . 
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6.27. 1)  𝑦 = 5𝑥3 − 8√𝑥2
3

− 19;        2)  𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 6𝑥

𝑥3+2𝑒𝑥
; 

3)  𝑦 = 25𝑥 ⋅ 𝑡𝑔3𝑥;                            4)  𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑙𝑛 6 𝑥;            

5)с𝑡𝑔𝑥 + 𝑙𝑛(3𝑦 + 2) = 0;6)𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 4 𝑥 − √1 + 16𝑥2;   

7)  {
𝑥 = 𝑒6𝑡 ,
𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ;

                      8)  𝑦 = (𝑐𝑡𝑔𝑥)𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 

6.28. 1)  𝑦 = 2𝑥4 + √𝑥
3 + 8;        2)  𝑦 =

𝑥6+с𝑡𝑔𝑥

3𝑥2+5
; 

3)  𝑦 = 6𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥;             4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 5 𝑥;         

5) 𝑙𝑛(2𝑥 + 3𝑦) + 5 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 8 = 06)𝑦 = 5𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 √𝑥 − √2 − 3𝑥;    

7)   {
𝑥 = 𝑒𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ,

𝑦 = 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ;
                            8)  𝑦 = (𝑥3 + 2)

1

𝑥. 

6.29. 1)  𝑦 = 𝑥9 +
2

𝑥3
− 11;                   2)𝑦 =

3𝑥6−1

𝑐𝑜𝑠 5𝑥
; 

3)𝑦 = 4𝑥
2
⋅ 𝑠𝑖𝑛 7 𝑥;                             5)𝑒𝑥 − 𝑒5𝑦 + 3𝑥𝑦 = 0;      

6)𝑦 = 𝑙𝑛√
4𝑥−7

3𝑥+2
;                           7) {

𝑥 = 𝑡2𝑒𝑡,

𝑦 = 2𝑡3 + 𝑡2;
                 

 8)𝑦 = (𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 3)𝑙𝑛 𝑥 

6.30. 1)𝑦 = 5𝑥2 − 3√𝑥2
5

− 2;                     2)𝑦 =
5х+𝑥3

√1−𝑥2
; 

3)  𝑦 = 𝑒𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 4 𝑥;                       4)  𝑦 = 𝑙𝑛𝑠𝑖𝑛 √𝑥 − 5 ;              

5)  5 𝑠𝑖𝑛 𝑦 − 3√х + 6 = 0;    6)𝑦 = √2𝑥 + 1 + √𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥
3

;     

7) {
𝑥 = 𝑡2 + 2𝑠𝑖𝑛 𝑡 ,

𝑦 = с𝑡𝑔𝑡 +
2

𝑡
;

       8)  𝑦 = (𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥)𝑡𝑔𝑥 . 
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Зразок розв’язання задачі 6 

Знайти похідні даних функцій: 

1) 𝑦 = 2𝑥5 − 3√𝑥3 + 1. 

𝑦′ = (2𝑥5 − 3√𝑥3 + 1)
′

= (2𝑥5)′ − (3𝑥
3
2)
′

+ 0 = 

=2 ∙ 5𝑥4 − −3 ∙
3

2
𝑥
3

2
−1 = 10𝑥4 −

9

2
𝑥
1

2 = 10𝑥4 −
9

2
√𝑥. 

2) 𝑦 =
cos7𝑥

1−3𝑥4
.  

 𝑦′ = (
cos7𝑥

1−3𝑥4
)
′
=

(cos7𝑥)′∙(1−3𝑥4)−cos7𝑥∙(1−3𝑥4)′

(1−3𝑥4)2
= 

=
−7sin7𝑥∙(1−3𝑥4)+12𝑥3cos7𝑥

(1−3𝑥4)2
. 

3) 𝑦 = 3𝑡𝑔𝑥 ∙ sin 5𝑥. 

𝑦′ = (3𝑡𝑔𝑥)′ sin 5𝑥 + 3𝑡𝑔𝑥 (sin 5𝑥)′ = 

= 3𝑡𝑔𝑥𝑙𝑛3(𝑡𝑔𝑥)′ sin 5𝑥 + 3𝑡𝑔𝑥 ∙ 5 cos5𝑥 = 

= 3𝑡𝑔𝑥𝑙𝑛3 ∙
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
∙ sin 5𝑥 + 5 ∙ 3𝑡𝑔𝑥 cos 5𝑥 = 

=
3𝑡𝑔𝑥𝑙𝑛3 sin 5𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+ 5 ∙ 3𝑡𝑔𝑥 cos 5𝑥. 

4) 𝑦 = 𝑙𝑛√
𝑥2−7

2𝑥+3

5
= 𝑙𝑛 (

𝑥2−7

2𝑥+3
)

1

5
=

1

5
𝑙𝑛(𝑥2 − 7) −

1

5
𝑙𝑛(2𝑥 + 3). 

𝑦′ = (
1

5
𝑙𝑛(𝑥2 − 7) −

1

5
𝑙𝑛(2𝑥 + 3))

′

= 
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=
1

5
∙

1

𝑥2 − 7
∙ (𝑥2 − 7)′ −

1

5
∙

1

2𝑥 + 3
∙ (2𝑥 + 3)′ = 

=
1

5
(
2𝑥

𝑥2 − 7
−

2

2𝑥 + 3
). 

5) 𝑦 = 3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥 − 𝑥 cos 𝑥. 

𝑦′ = (3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥)
′

− (𝑥 cos 𝑥)′ = 3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥𝑙𝑛3(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥)
′
− 

−(𝑥)′ cos 𝑥 − 𝑥(cos 𝑥)′ = 3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥𝑙𝑛3
1

1 + (√𝑥)
2 (√𝑥)′ − 

−cos 𝑥 − 𝑥(−sin 𝑥) =
3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥𝑙𝑛3

2√𝑥(1 + 𝑥)
− cos 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥. 

6) {
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑡
𝑦 = 𝑐𝑜𝑠3𝑡

. 

𝑥′(𝑡) = (𝑠𝑖𝑛2𝑡)′ = 2𝑠𝑖𝑛𝑡(𝑠𝑖𝑛𝑡)′ = 2𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡; 

𝑦′(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠3𝑡)′ = 3𝑐𝑜𝑠2𝑡(𝑐𝑜𝑠𝑡)′ = −3𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡; 

𝑦′ =
𝑦′(𝑡)

𝑥′(𝑡)
= −

2𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡

3𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡
= −

2

3𝑐𝑜𝑠𝑡
. 

 

Тема 7. Застосування похідної 

 

Основні формули  

1) Геометричний зміст похідної: кутовий коефіцієнт 

дотичної до кривої y = f(x) дорівнює значенню похідної в точці 

дотику x0 , тобто,       kдотичної = y′(x0). 
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2) Механічний зміст похідної: при прямолінійному 

русі матеріальної точки за законом s = s(t) миттєва швидкість 

рівна похідній від шляху по часу, а прискорення похідній від 

швидкості по часу, тобто, v(t) = s′(t);   a(t) = v′(t). 

3) Правило Лопіталя: границя відношення 

нескінченно малих або нескінченно великих функцій дорівнює 

границі відношення їхніх похідних, якщо остання існує, тобто,  

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= (

0

0
 або 

∞

∞
) = lim

𝑛→∞

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
.    

4) Рівняння дотичної та нормалі до кривої 𝑦 = 𝑓(𝑥) в 

точці з абсцисою 𝑥0 мають , відповідно,  вигляд  

𝑦 − 𝑦0 = 𝑦0′(𝑥 − 𝑥0),    𝑦 − 𝑦0 = −
1

𝑦0′
(𝑥 − 𝑥0), 

де 𝑦0 = 𝑦(𝑥0), 𝑦0
′ = 𝑦′(𝑥0). 

5) Функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) зростає (спадає) на даному 

інтервалі тоді і тільки тоді, коли її похідна  𝑦′  додатна (від’ємна ) 

на ньому. 

6) Необхідні умови екстремуму функції 𝑦 = 𝑓(𝑥): 

якщо функція має екстремум (мінімум або максимум) в точці 𝑥0, 

то значення похідної 𝑦′ в цій точці дорівнює нулю або не існує. 

Точка 𝑥0, в якій 𝑦′ = 0  або  𝑦′ = ∞, називається критичною 

точкою. 

7) Достатні умови екстремуму функції 𝑦 = 𝑓(𝑥): 

Якщо при переході через критичну точку 𝑥0,  яка належить до 
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області визначення функції, похідна 𝑦′ змінює свій знак, то в цій 

точці функція має екстремум (мінімум або максимум). 

8) Достатні умови опуклості (вгнутості) кривої 𝑦 =

𝑓(𝑥): якщо на даному інтервалі друга похідна 𝑦′′ додатна 

(від’ємна), то крива вгнута (опукла) на цьому інтервалі. 

9) Умови існування точки перегину кривої 𝑦 = 𝑓(𝑥): 

якщо 𝑦′′(𝑥0) = 0, і при переході через точку  𝑥0 друга похідна 𝑦′′ 

змінює свій знак, то 𝑥0 є абсцисою точки перегину. 

 

Контрольна робота  

Варіант 1 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої: 

у = 2х2 + 3х – 5 в точці х0 = -2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом: 

s(t) = 2t4 – 3t2 + t – 2. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу t0 = 2. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

х−𝑠𝑖𝑛 5𝑥

𝑡𝑔𝑥
 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: 𝑦 = 2𝑥3 − 9𝑥2 + 12𝑥 − 5. 

 

Варіант 2 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   
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  у = 3х2 – 4х + 5  в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

s(t) = 3t4 – 2t2 - t + 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю за правилом 

Лопіталя:𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

х−𝑠𝑖𝑛 5𝑥

10𝑥
 . 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та    

 побудувати її графік: у = х3 – 6х2 + 9х + 1. 

 

Варіант 3 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

 у = 3х2 – 5х + 1  в точці  х0 = -1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом:  

 s(t) = 2t4 + 4t2 -5t - 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу t0 = 1. 

3. Обчислити границю за правилом 

Лопіталя𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑒𝑥−𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥−𝑥2
 . 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 – 3х2 - 9х + 10. 

 

Варіант 4 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої  

 у = 5х2 – х + 4  в точці  х0 = -3. 
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2. Точка рухається прямолінійно за законом:  

 s(t) = t4 + t2 - 3t + 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу t0 = 1. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑙𝑛 𝑥

𝑒𝑥+𝑥−1
 . 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 + 3х2 - 9х - 10. 

 

Варіант 5    

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

  у = х3 –3х2 - 2  в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

s(t) = 2t4 - 2t2 + t - 2. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя    

0
lim
x

2х−3х2

𝑠𝑖𝑛 𝑥−𝑥2
.                                                        

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 + 6х2 + 9х + 2. 

 

Варіант 6 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

  у = х2 + х – х3  в точці  х0 = -2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  
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 s(t) = 3t4 - t2 +2t + 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу t0 = 1. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя    

0
lim
x

𝑡𝑔𝑥

𝑥2−2𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 - 3х2 - 12х + 5. 

 

Варіант 7 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

у = х2 - 2х + х4  в точці  х0 = -2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  

 s(t) =4t4 - 3t2 - t + 2. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу t0 = 2. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя    

0
lim
x

х2−2х

3 𝑠𝑖𝑛 𝑥
.                                          

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 + 3х2 - 12х - 8. 

 

Варіант 8 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

  у = 2х3 + 3х2 - 8  в точці  х0 = -1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   
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s(t) = 4t4 + 2t2 - 7t - 3. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

0
lim
x

5 𝑠𝑖𝑛 𝑥

2𝑥2+4𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 + 9х2 + 12х + 7. 

 

Варіант 9 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

 у = х2 - 3х + 6  в точці  х0 = 3. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом:  

 s(t) = 2t4 - 3t3 + t2 - 2. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя    

    
0

lim
x

х2−2х

3 𝑠𝑖𝑛 𝑥
.          

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 - 15х2 + 36х - 32. 

 

Варіант 10 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

  у = х3 + 2х - 3  в точці  х0 = -3. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  
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 s(t) = 4t4 - 3t2 - 2t - 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

    
0

lim
x

х2+8х

3 𝑠𝑖𝑛 𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину і 

побудувати її графік: у = 2х3 - 3х2 - 36х + 20. 

 

Варіант 11 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

  у = 4 -2х – х3  в точці  х0 = -1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  

 s(t) = t4 - 3t3 - 3t + 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

     
0

lim
x

5х2

𝑠𝑖𝑛 𝑥+𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 + 3х2 - 36х - 21. 

 

Варіант 12 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої     

                  у = 4х2 - 5х - 7  в точці  х0 = 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   
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s(t) = t5 - 2t3 + 4t2 - 2. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя    

                  
0

lim
x

𝑒𝑥+𝑥−1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
.                                               

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 +15х2 + 36х + 32. 

 

Варіант 13 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої     

              у = х3 +3х2 - 5  в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

              s(t) = 2t4 - 3t2 + 5t - 8. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

                     
0

lim
x

2х−х2

𝑒𝑥−𝑥−1
.           

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 -15х2 + 24х + 4. 

 

Варіант 14 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

                   у = 2х2 - 3х + 8  в точці х0 = 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   
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              s(t) = 3t4 + t2 - 2t + 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу t0 = 2. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

                      
0

lim
x

х2 +7х

𝑠𝑖𝑛 𝑥−2𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину і 

побудувати її графік: у = 2х3 -9х2 - 24х + 61. 

 

Варіант 15 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

                 у = 2х2 +3х - 5  в точці  х0 = 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

                      s(t) = 3t4 - 2t2 – t2 + 1. Знайти значення 

швидкості і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

                              
0

lim
x

𝑒𝑥−𝑥−1

𝑥2
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 +9х2 - 24х - 56. 

 

Варіант 16 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

                    у = 2х2 – х3 + 3  в точці  х0 = -1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  
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                  s(t) = 4t4 - 3t3 - 2t2 - 1. Знайти значення швидкості 

і прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

                      
0

lim
x

х−2 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥−𝑥2
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 + 15х2 + 24х - 2. 

 

Варіант 17 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

            у = х2 - 3х + 3  в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

                s(t) = 2t4 - 2t3 + t2 - 2. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя      

             
0

lim
x

1−𝑐𝑜𝑠 𝑥

2𝑥−𝑥2
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 - 9х2 + 24х - 18. 

 

Варіант 18 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої     

                    у = 1 + 3х2 - 2х   в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  
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                  s(t) = 3t4 – t3 +2t2 + 1. Знайти значення швидкості 

і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

                       
0

lim
x

𝑠𝑖𝑛 4𝑥−𝑥

2𝑥+𝑡𝑔3𝑥
.                                                                

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 - 3х2 - 24х + 26. 

 

Варіант 19 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

                 у = 1 + х2 - 2х   в точці  х0 = - 3. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  

             s(t) = 4t4 - 3t3 – t2 + 2. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя      

                        
0

lim
x

1−𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥2
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 + 3х2 - 24х - 21. 

 

Варіант 20 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

                     у = х2 - 2х - 3  в точці  х0 = 4. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   
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                  s(t) = 4t4 + 2t3 - 7t - 3. Знайти значення швидкості 

і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя      

                𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

3 𝑙𝑛 𝑥

1−𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, 

точки перегину і побудувати її графік: у = х3 + 9х2 + 24х + 17. 

 

Варіант 21 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

                  у = 3х - 2х3 + 1  в точці  х0 = 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

               s(t) = 3t4 + t3 - 2t2 + 1. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя      

                                  
x

lim
4х

𝑙𝑛 𝑥−3
.                                   

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 9х2 - 2х3 - 12х + 3. 

 

Варіант 22 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої  

                      у = х2 + 10х - 3  в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   



107 
 

                  s(t) = 2t4 + 4t2 - 5t + 2. Знайти значення 

швидкості і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя      

                        
x

lim
х2+2

𝑒𝑥−3х
. 

4. Знайти екстремуми функції, 

точки перегину та побудувати її графік: у = 6х2 - х3 - 9х - 2. 

 

Варіант 23 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

               у = 4х3 -  х + 9  в точці  х0 = - 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

           s(t) = t4 + 5t3 + 2t. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 2. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

                    
x

lim
𝑒𝑥

3𝑥−7
.         

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 3х2 - х3 + 9х + 8. 

 

Варіант 24 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

                у = x3 – х2 + 2х - 2  в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  
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               s(t) = 2t4 + 4t2 + 6t + 1. Знайти значення швидкості 

і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя      

             
0

lim
x

1−𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 6𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 9х2 - х3 - 24х + 12. 

 

Варіант 25 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

                    у = 2x2 – х3 + 2х   в точці  х0 = - 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  

                 s(t) = 7t4 + 2t2 - 8t + 8. Знайти значення швидкості 

і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю   за правилом Лопіталя    

                
0

lim
x

𝑒𝑥−𝑐𝑜𝑠 𝑥

3𝑥−𝑠𝑖𝑛 6𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 – 9х2 + 12х + 3. 

 

Варіант 26 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

             у = 3x – х2 + 2х4  в точці  х0 = 3. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  
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                 s(t) = 6t4 + 3t2 - 12t + 31. Знайти значення 

швидкості і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя    

              
0

lim
x

4−3𝑐𝑜𝑠 𝑥−𝑒𝑥

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔6𝑥
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 – 6х2 + 9х - 5. 

 

Варіант 27 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

                      у = x3 –5 х2 + 7х - 2  в точці  х0 = - 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

                  s(t) = t4 + 14t2 - t + 13. Знайти значення 

швидкості і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю за правилом Лопіталя    

                      
x

lim
𝑒𝑥−2𝑥+3

𝑙𝑛 𝑥+5𝑥−8
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 – 3х2 - 9х - 9. 

 

Варіант 28 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої     

                 у = 2x3 – х + 2х2  в точці  х0 = - 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  
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                   s(t) = 8t4 + 14t2 + t + 15. Знайти значення 

швидкості і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя    

                  
0

lim
x

2 𝑐𝑜𝑠 𝑥−𝑠𝑖𝑛 𝑥+2

3𝑒3𝑥−2𝑥−1
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 + 3х2 - 9х + 8. 

 

Варіант 29 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої   

                   у = 2x3 – 3х2 + х   в точці  х0 = 2. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом   

              s(t) = t4 - 5t2 + 16t + 7. Знайти значення швидкості і 

прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю  за правилом Лопіталя        

                
0

lim
x

4 𝑠𝑖𝑛 5𝑥+3𝑥

3𝑒𝑥−8 𝑐𝑜𝑠 𝑥+5
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = х3 + 6х2 + 9х - 3. 

 

Варіант 30 

1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої    

                  у = - x3 –3х2 + 4х   в точці  х0 = - 1. 

2. Точка рухається прямолінійно за законом  



111 
 

                 s(t) = 3t4 - 4t2 + 8t - 78 . Знайти значення 

швидкості і прискорення в момент часу  t0 = 1. 

3. Обчислити границю   за правилом Лопіталя    

                
0

lim
x

1−2𝑒𝑥+𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛 6𝑥−3𝑥2
. 

4. Знайти екстремуми функції, точки перегину та 

побудувати її графік: у = 2х3 - 3х2 - 12х - 7. 

 

Зразки розв’язання задач  

 

Задача 1. Скласти рівняння дотичної і нормалі до кривої  

                у = 4х2 – 5х - 7 в точці х = - 3. 

 

Розв’язання. Знайдемо значення функції в точці х = - 3: 

у0=𝑦(−3) = 4 ⋅ (−3)2 − 5 ⋅ (−3) − 7 = 4 ⋅ 9 + 15 − 7 = 44.     

Знайдемо похідну даної функції: 

𝑦 ′ = (4𝑥2 − 5𝑥 − 7)′ = 4 ⋅ 2𝑥 − 5 ⋅ 1 − 0 = 8𝑥 − 5. 

Знайдемо значення цієї похідної в точці х = - 3: 

𝑦 ′(−3) = 8 ⋅ (−3) − 5 = −24 − 5 = −29.  

Підставимо значення  

х0 = - 3,   у0 = 44,   𝑦0
′ = −29 в рівняння дотичної і нормалі: 

1) рівняння дотичної:𝑦 − 𝑦0 = 𝑦0
′ ⋅ (𝑥 − 𝑥0)  

𝑦 − 44 = −29 ⋅ (𝑥 + 3) ⇒ 𝑦 − 44 = −29𝑥 − 87 ⇒ 𝑦

= −29𝑥 − 43. 
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2) рівняння нормалі 𝑦 − 𝑦0 = −
1

𝑦0
′ ⋅ (𝑥 − 𝑥0) ⇒ 𝑦 − 44 =

−
1

−29
⋅ (𝑥 + 3) ⇒ 29 ⋅ (𝑦 − 44) = 𝑥 + 3 

29𝑦 − 29 ⋅ 44 = 𝑥 + 3 ⇒ 𝑥 − 29𝑦 + 3 + 1276 = 0

⇒ 𝑥 − 29𝑦 + 1279 = 0. 

Відповідь. Рівняння дотичної у = - 29х – 43, рівняння 

нормалі х – 29у + 1279 = 0. 

Задача 2. Знайти швидкість і прискорення прямолінійного 

руху матеріальної точки в момент часу  t = 2c. за законом  𝑠(𝑡) =

5𝑡4 − 3𝑡3 + 4𝑡2 − 2𝑡 + 7. 

Розв’язання. Як відомо, миттєва швидкість прямолінійного 

руху рівна похідній від шляху по часу, а миттєве прискорення 

рівне похідній від швидкості по часу, тобто, 𝑣(𝑡) = 𝑠′(𝑡), 𝑎(𝑡) =

𝑣′(𝑡).  Знайдемо миттєву швидкість і миттєве прискорення в 

момент часу t:  𝑣(𝑡) = 𝑠′(𝑡) = (5𝑡4 − 3𝑡3 + 4𝑡2 − 2𝑡 + 7)′ == 5 ⋅

4𝑡3 − 3 ⋅ 3𝑡2 + 4 ⋅ 2𝑡 − 2 ⋅ 1 + 0 = 20𝑡3 − 9𝑡2 + 8𝑡 − 2;  

𝑎(𝑡) = 𝑣 ′(𝑡) = (20𝑡3 − 9𝑡2 + 8𝑡 − 2)′

= 20 ⋅ 3𝑡2 − 9 ⋅ 2𝑡 + 8 ⋅ 1 − 0 = 

= 60𝑡2 − 18𝑡 + 8. Знайдемо значення швидкості та прискорення 

в момент часу  t = 2c :  𝑣(2) = 20 ⋅ 23 − 9 ⋅ 22 + 8 ⋅ 2 − 2 = 20 ⋅

8 − 9 ⋅ 4 + 16 − 2 = 

= 160 − 36 + 16 − 2 = 138(м с⁄ );  
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а(2) = 60 ⋅ 22 − 18 ⋅ 2 + 8 = 60 ⋅ 4 − 36 + 8 = 240 − 36 +

8 = 212(м с2⁄ ).   

 Відповідь: 138 м с; 212м
с2⁄

⁄ .  

 

Задача 3. Обчислити границю за правилом Лопіталя:   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

3𝑡𝑔𝑥−5𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑒𝑥−1
. 

Розв’язання. Правило Лопіталя використовують для 

розкриття невизначеності виду 
0

0
або

∞

∞
  при обчисленні границь. 

Воно полягає в тому, що границю відношення функцій замінюють 

границею відношення їхніх похідних. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

3𝑡𝑔𝑥−5 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑒𝑥−1
=

3𝑡𝑔0−5𝑠𝑖𝑛 0

𝑒0−1
= (

0

0
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

(3𝑡𝑔𝑥−5𝑠𝑖𝑛 𝑥)′

(𝑒0−1)′
==𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

3

𝑐𝑜𝑠𝑥
−5𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑒𝑥
=

3

𝑐𝑜𝑠0
−5 𝑐𝑜𝑠 0

𝑒0
=

3

1
−5⋅1

1
= 3 − 5 = −2.   

Відповідь.  -2. 

 

Задача 4. Знайти екстремуми функції, точки перегину і 

побудувати її графік: у = х3 + 9х2 + 15х – 9. 

Розв’язання. 1) Знайдемо екстремуми даної функції. Для 

цього знайдемо її похідну, прирівняємо її до нуля і знайдемо 

критичні точки:  

𝑦 ′ = (𝑥3 + 9𝑥2 + 15𝑥 − 9)′ = 3𝑥2 + 9 ⋅ 2𝑥 + 15 ⋅ 1 − 0

= 3𝑥2 + 18𝑥 + 15. 
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𝑦 ′ = 0 ⇒ 3𝑥2 + 18𝑥 + 15 = 0 ⇒ 3(𝑥2 + 6𝑥 + 5) = 0

⇒ 𝑥2 + 6𝑥 + 5 = 0, 

𝑎 = 1, 𝑏 = 6, 𝑐 = 5 ⇒ 

𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 62 − 4 ⋅ 1 ⋅ 5 = 36 − 20 = 16 ⇒ √𝐷 = 4 

𝑥1 =
−𝑏 − √𝐷

2𝑎
=
−6 − 4

2
=
−10

2
= −5; 

𝑥2 =
−𝑏+√𝐷

2𝑎
=

−6+4

2
=

−2

2
= −1. Отже, х1 = - 5, х2 = - 1 

критичні точки. 

 

 

        Рис. 1      Рис. 2 

 

Позначаємо критичні точки на числовій прямій і знаходимо 

знаки похідної на утворених інтервалах: 

𝑦′ = 3𝑥2 + 18𝑥 + 15 = 3(𝑥 + 5)(𝑥 + 1)  𝑦 ′(−6) = 3(−6 +

5)(−6 + 1) = 3 ⋅ (−1) ⋅ (−5) = 15 > 0 

𝑦 ′(−2) = 3(−2 + 5)(−2 + 1) = 3 ⋅ 3 ⋅ (−1) = −9 < 0 

𝑦 ′(0) = 3 ⋅ (0 + 5)(0 + 1) = 3 ⋅ 5 ⋅ 1 = 15 > 0. 

- 
+ + 

-5 -1 

max min 
перегин 

- + 

-3 
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На інтервалах (-∞;−5) та (−1;∞) похідна додатна, тому 

функція зростає на цих інтервалах; на інтервалі (-5; -1) похідна 

від’ємна, тому функція спадає на цьому інтервалі. 

Оскільки при переході через критичні точки похідна змінює 

свій знак, то в цих точках функція має екстремуми, а саме: 

𝑦(−1)(−1)3(−1)2(−1)𝑚𝑖𝑛 = 

= -1 + 9 – 15 – 9 = -16;   𝑦(−5)(−5)3(−5)2(−5)𝑚𝑎𝑥 

=−125 + 9 ⋅ 25 − 75 − 9 = - 125 + 225 – 75 – 9 = 16. 

 Отже, функція має точку максимуму А(-5; 16) і точку 

мінімуму В(-1; -16).   

2) Знайдемо точки перегину та інтервали опуклості та 

вгнутості функції. Для цього знайдемо другу похідну, 

прирівняємо її до нуля і з одержаного рівняння знайдемо критичні 

точки 2-го роду:  

𝑦″ = (3𝑥2 + 18𝑥 + 15)′ = 3 ⋅ 2𝑥 + 18 ⋅ 1 + 0 = 6𝑥 + 18;.
 

𝑦″ = 0 ⇒ 6𝑥 + 18 = 0 ⇒ 6𝑥 = −18 ⇒ 𝑥 =
−18

6
= −3.

 
Отже, х = - 3 критична точка 2-го роду. Позначимо її на 

числовій прямій і знайдемо знак другої похідної   𝑦″ = 6𝑥 + 18 на 

утворених інтервалах (див рис.2): 

𝑦″(−4) = 6 ⋅ (−4) + 18 = −24 + 18 = −6 < 0;. 

𝑦″(1) = 6 ⋅ 1 + 18 = 24 > 0. 

На інтервалі (-∞; -3) друга похідна від’ємна, тому графік 

опуклий на цьому інтервалі; на інтервалі (-3; ∞) друга похідна 
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додатна, тому на цьому інтервалі графік вгнутий. Оскільки при 

переході через критичну точку  2-го роду   

х = - 3 друга похідна змінює свій знак, то в цій точці функція 

має перегин:  хперегину = - 3,  

уперегину = у(-3)= (−3)3 + 9 ⋅ (−3)2 + 15 ⋅ (−3) − 9 ==

−27 + 9 ⋅ 9 − 45 − 9 = −27 + 81 − 45 − 9 = 0. 

Отже, С(-3; 0) точка перегину графіка даної функції. 

Знайдемо точку перетину графіка з віссю Оу, для цього 

підставимо у функцію х = 0: 

у(0)= 03 + 9 ⋅ 02 + 15 ⋅ 0 − 9 = −9. Отже, D(0;-9) точка 

перетину графіка з віссю Оу. 

Для побудови графіка в системі координат хОу  позначимо 

точки максимуму  А(-5;16), 

 мінімуму В(-1; -16), перегину С(-3; 0) та точку D(0; -9) 

перетину графіка з віссю Оу. 

Враховуючи результати досліджень, будуємо криву (див. 

рис.3). Оскільки змінна у набуває досить великих значень, то 

масштаб по осі Оу треба зменшити в чотири рази. 
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