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Нехай нескінченна ізотропна пластина, ослаблена луночним отвором, тобто отвором, 

контур якого утворений дугами двох кіл, що перетинаються, перебуває в умовах розтягу на 
нескінченності зовнішніми зусиллями p, направленими під кутом φ до прямої, яка 
проходить через кутові точки і є віссю OX. Визначимо картину напруженого стану в 
пластині з луночним отвором, контур якого вільний від зовнішніх зусиль. При розтягу 
суцільної пластини зусиллями p в напрямі, що складає кут φ з віссю OX, основна функція 
напружень в системі координат XOY, має вигляд[1]: 

𝑈𝑈0(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑝𝑝
2

(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦)2,   (1) 

а основний напружений стан пластини описується складовими напружень: 

𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝2𝜑𝜑, 𝜎𝜎𝑦𝑦 = 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜑𝜑, 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝.  (2) 

В біполярних координатах α, β, повну функцію напружень подамо у вигляді: 

𝑈𝑈(𝛼𝛼,𝛽𝛽) = ∑ [𝑈𝑈0,𝑖𝑖(𝛼𝛼,𝛽𝛽) + 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑖𝑖𝑈𝑈1,𝑖𝑖(𝛼𝛼,𝛽𝛽)]3
𝑖𝑖=1 ,  (3) 

де функція ∑ 𝑈𝑈0,𝑖𝑖(𝛼𝛼,𝛽𝛽)3
𝑖𝑖=1  відповідає заданому основному напруженому стану, а функція 

∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑖𝑖𝑈𝑈1,𝑖𝑖(𝛼𝛼,𝛽𝛽)3
𝑖𝑖=1  повинна знімати напруження на контурі отвору, що виникають від 

основної функції напружень ∑ 𝑈𝑈0,𝑖𝑖(𝛼𝛼,𝛽𝛽)3
𝑖𝑖=1 .  Розв’язок задачі полягає у визначенні 

додаткової функції напружень, що задовільняє бігармонічне рівняння і граничні умови на 
контурі отвору, а також яка не порушує напружений стан на нескінченності: 

𝜎𝜎𝛽𝛽|𝛽𝛽=±𝑐𝑐 = 𝜏𝜏𝛼𝛼𝛼𝛼|𝛽𝛽=±𝑐𝑐 = 0,       ∑ 𝑔𝑔𝑈𝑈1,𝑖𝑖
3
𝑖𝑖=1 (0,0) = 0.  (4). 

Найбільший інтерес для практики має розподіл напружень 𝜎𝜎𝛼𝛼 на контурі отвору: 

𝜎𝜎𝛼𝛼/𝑝𝑝|𝛽𝛽=𝑐𝑐 =  𝜎𝜎𝛼𝛼,1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜑𝜑 + 𝜎𝜎𝛼𝛼,2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜑𝜑 − 𝜎𝜎𝛼𝛼,3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜑𝜑,  (5) 

де 𝜎𝜎𝛼𝛼,1 = 8(𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ∫
�𝐺𝐺1+

1
2𝑚𝑚(𝑚𝑚−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∙𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝑚𝑚𝑚𝑚)�𝑠𝑠ℎ𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑠𝑠ℎ2𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚2𝑐𝑐
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐,∞

0    (6) 

𝜎𝜎𝛼𝛼,2 = 8(𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 ∫
�𝐺𝐺2−

1
2𝑚𝑚(𝑚𝑚−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐∙𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ𝑚𝑚𝑚𝑚)�𝑠𝑠ℎ𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑠𝑠ℎ2𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚2𝑐𝑐
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐,∞

0     (7) 

𝜎𝜎𝛼𝛼,3 = 8(𝑐𝑐ℎ𝛼𝛼 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)∫ (𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑚𝑚2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠ℎ𝑚𝑚𝑚𝑚)
𝑠𝑠ℎ2𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚2𝑐𝑐

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠,∞
0      (8) 

Висновок: Аналіз формули (5) показує, що біля луночних отворів є значна концентрація 
напружень і при наближенні до кутових точок вона різко збільшується, а в самих кутових 
точках напруження стають нескінченно великими. Картина напруженого стану суттєво 
залежить від кута між лінією, що проходить через кутові точки, і напрямом розтягу. 
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